
Quadernidi Statistica
Vol. 4, 2002

Un testdi omogeneit̀a per modelli
alle differ enzefrazionarie

AngelaD’Elia
Dipartimentodi ScienzeStatistiche, Università di Napoli FedericoII
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Summary: Theaimof thepaperis to developahomogeneitytestaboutthefractionaldif-

ferencingparameteramongtwo or moreblocks(subseries)of data.In fact, it is shown

that,especiallyin finite samples,thedistribution of theteststatistic,obtainedby means

of asymptoticresults,needacorrectionsincethebiasandvariancearegreaterthanthose

expectedon the basisof the asymptotictheory. A Monte Carlo studyis performedto

show thegainobtainedin termsof sizeof thecritical regionwhentheproposedcorrec-

tion is used.
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1. Introduzione

Negli ultimi decennisi èassistitoaduncrescenteinteressedellalette-
raturastatisticaed econometricanei confronti dei processicosiddettia
“lunga memoria”e, in corrispondenza,dei modelli a differenzefraziona-
rie. Tale attenzioneè essenzialmentederivata dalla constatazioneche
numeroseseriereali presentanofunzioni di autocorrelazionepersistenti,
cioè chedecadonopiù lentamentedi quantoavvienenellaclassedei pro-
cessiARMA. Il comportamentòe statoinizialmenteosservato in serie
storichedi carattereidrologico(Hurst,1951;LawranceeKottegoda,1977),
ma successivamenteè stato individuato ed analizzatoanchein settori
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di diversanatura,quali economiae finanza(si vedaBaillie, 1996, per
un’ampiapanoramica),reti di traffico (Willinger et al., 1998),ecc.

Nell’ambitodellamodellisticaadifferenzefrazionarie,unaproblema-
tica particolarmenteinteressantèe quellarelativa alla verifica della pre-
senzacostantedell’effetto lungamemoria. Infatti, nell’analisi modelli-
sticadi osservazioni relative adun grannumerodi dati (cioè, raccoltisu
lunghi archidi tempooppureconfrequenzaelevata)è importanteverifi-
carela costanzadellerelazionitrovate,poich́ela strutturadi dipendenzaa
lungamemoriapuò variarenel tempo,siapermutamentinelmeccanismo
fisico chegenerai dati, siaperch́e cambiail modoconcui sonoraccolte
le osservazioni(comeèavvenuto,adesempio,peril criteriodi misuradel
livello minimo della portatadel fiume Nilo accertatoa Rodanegli anni
dal 622al 1284:Tousson,1925).

La verificadellastabilità del parametroalle differenzestazionarieha
conseguenzeimportantisullastrutturadel processo(perch́e la suavaria-
zionemodificale propriet̀aprobabilistiche),sull’inferenzaperi parametri
(perch́e i tassidi convergenzadegli stimatori dei parametrisi modifi-
canocon

�
) e sull’uso del modello (per esempio,si modificanogli in-

tervalli di previsione). A tal fine, Berane Terrin (1996)hannoproposto
un testperverificarese,al variaredegli intervalli temporaliconsiderati,il
parametrodi lungamemoriarisulti costante;la statisticatestèderivatada
un’estensionefunzionaledelteoremalimite centraleperformequadratiche
e dalla teoriadei ponti browniani, perarchidi tempoadiacenti:tuttavia,
ancheper seriedi lunghezzanotevole, tale test mostrauna sostanziale
difformità tra livelli nominali e livelli effettivi. Alcuni recentisviluppi
nell’ottica di discriminaretra cambidi livello e variazioninel parametro�

in unmodelloARFIMA, medianteunapprocciodi tipo Bayesiano,sono
invecestatielaboratidaRayeTsay(2001).

Scopodi questolavoro è sviluppareun test asintotico(alternativo
rispettoalla propostadi Berane Terrin, 1996)checonsentadi verificare
se,per uno specificatofenomenodi studio, il valoredel parametroalle
differenzefrazionarie

�
siaomogeneosudiversiarchitemporali:taletest

viene definito di omogeneit̀a, a significareche sottoseriedi dati anche
nonadiacenti(e quindi permutabili)hannolo stessocomportamentoper
quantoconcernela dinamicadi lungamemoria.
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Il lavoro è organizzatocomesegue. Nel paragrafo2 sonorichiamate
la specificazionedeimodelli adifferenzefrazionariee i principalimetodi
di stimadel parametro� , conparticolareattenzioneal metododellamas-
simaverosimiglianzaeallesuepropriet̀a. Nel paragrafo3 si presentauna
primapropostadi testdi omogeneit̀aconi suoi limiti. Nel paragrafo4 si
conduceunostudioMonteCarlosulladistorsioneevarianzadellostima-
toredelparametro� , esutalebase,nelparagrafo5 si pervieneadunacor-
rezionedelladistribuzionedellastatisticatestprecedentementeproposta.
Il guadagnoottenutoin termini di livello del testè illustratomedianteun
ampioesperimentodi simulazioni(paragrafo6). Alcuneproposteperul-
teriori sviluppidellaproblematicaconcludonol’articolo.

2. I modelli alle differenzefrazionarie

Unaclassemoltoampiaeflessibiledi modelliperprocessi��� alunga
memoriaè costitutitadai modelli ARFIMA( � ,� ,� ), introdotti daGranger
eJoyeux(1980)eHosking(1981),ecos̀ı specificati:�	� 
�� � ���
�� � � ��� ���������� 
�� � � �
dove

�
è il valor mediodi ��� , � ����� � � ! � "�# � , 
 è l’operatoreritardo

taleche

%$ ��� � ��� & $ , ' ��! � ( � � ) ) ) � e� ���
�� � �+*,$ -�. / � '10 � 2�3� $ 
 $ )

I polinomi ARMA
�	� 
����4�56�87 
9 ) ) ) 6�;: 
 : e

��� 
����4�5<� 7 
9) ) ) �� = 
 = nonpresentanofattori in comunee ammettonotuttele (��>�� )
radici al di fuori del cerchiounitario; inoltre, �@? � A! ) BC� ! ) B � . Percìo ���
è stazionarioedinvertibile (Brockwell eDavis, 1991).

La funzionedi densit̀aspettraledi unprocessoalledifferenzefrazionarie� � � ARFIMA
� ��� ��� � � risulta:DE� F�����GC�5IH &CJ K G & # � D L � F�� � F ?�M 5N � N�O �

dove
D L � F��

è ladensit̀aspettraledelprocessoP � ��� � Q �	� ARMA
� �8� � � .
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Il più semplicemodelloalungamemoriàeil modelloARFIMA (0,R ,0)
per il qualela componentedi lungamemoriadipendedal parametroalle
differenzefrazionarie R . Se SUTVRWTVS;X Y , allora Z�[ è un processo
stazionarioa lungamemoriaconfunzionedi autocorrelazionechedecade
azerocontassoiperbolico:\^] _�`�a b;_;c d e�f g _�hji�g
dove b è unacostantechenondipendeda _ ; in tal casola densit̀a spet-
tralepresentaun piccoall’origine. Se k5S�X Y@T9RlT9S il processòe detto
“antipersistente”,condensit̀a spettraletaleche m ] S `En S (Beran,1994).

Nel presentelavoro l’interesseè rivolto a sviluppareun testdi omo-
geneit̀aperil parametroR , esclusivamenteperil casodi modelliARFIMA
(0,R ,0) con R1o9S , essendoi fenomenidi antipersistenzadi minoreinte-
ressee di scarsoimpattonelle applicazionireali. Inoltre, poich́e molti
risultatiasintoticidipendonodallaconoscenzadi p , datoil caratterepropo-
sitivodi questolavoro,ci limitiamo apresupporrenotoeprefissatop n S .
2.1.La stimadel parametroR

La stimadel parametroalle differenzefrazionarieR è stataoggettodi
studiodapartedi numerosiAutori, medianteapproccie soluzioniabba-
stanzadifferenziati.Sonostati infatti propostistimatorisemiparametrici
(GewekeePorter-Hudak,1983;Robinson,1995);stimatoribasatisulcri-
terio della minima distanza(Tieslauet al., 1996; Corduas,2000; Gal-
braitheZinde-Walsh,2001);stimatoriparametricineldominiotemporale
(Sowell, 1992;Beran,1995)eneldominiodellefrequenze(Fox eTaqqu,
1986; Cheunge Diebold, 1994); infine, un approcciobayesianòe stato
sviluppatodaPayeRavishanker (1998).

Al fine di sviluppareun test di omogeneit̀a sul parametroalle dif-
ferenzefrazionarieR , nel prosieguodel lavoro si far̀a riferimentoesclu-
sivo allo stimatoredi massimaverosimiglianza(nella formulazioneap-
prossimatadi Whittle) ealle suepropriet̀aasintotiche.

Sia Z�[ a ARFIMA ] S g R g S ` un processoGaussianodi valor medio0;
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allora,la funzionedi log-verosimiglianzarisulta(Sowell, 1992):q r s�t5u vEw x�yEz|{~} �%� �C��u � � y	{4��A� �3�~�C� �;{@��^v8� ���^� vE�
dove

v1z4u � � � �8� � � � � � ���;y � è un vettoredi osservazionisul processo,e
�

è
la matrice( }��1} ) di varianzeecovarianze.

Nonostantealcunirecentisviluppi(PaieRavishanker, 1995;Bertelli e
Caporin,2002;DoornikeOoms,2002),ènotochela ricercadelmassimo
di talefunzionedi log-verosimiglianzarisultamolto pesantedal puntodi
vista computazionale,specialmenteperch́e l’inversionedella matrice

�
di dimensioni( }I�I} ) richiedeil calcolodi funzioni ipergeometrichead
ogni iterazione.Percìo si preferiscemassimizzare,invece,la funzionedi
log-verosimiglianzaapprossimatapropostadaWhittle (Beran,1994):q r s;t5u v�w x;y�z|{ } � � �3�^u � � y	{ } � �� �1�%�� � � �3���Eu ��w x�y x3�1{ �� v � � u x�y v (1)

dove la matrice
� u x�y

hacomeelementogenerico� � u �2{Iq y � � � � � � � � � � � �2z9u � � y � � ���� � ��	u �5w x;y �   ¡ � � � ¢ £ xC���
Nel dominio delle frequenzela log-verosimiglianzaprofilo della (1)

risulta(Boeset al., 1989):q r s;t5u x^�;¤¥ � y�¦9{ } � � �3�@§¨8© ¡ � ��� ¢ ª � «¬� � �® u � � y�	u � � y ¯° { �� © ¡ � �^� ¢ ª � «¬� � � � �3���	u ��� y � (2)

dove  u ��� y5zWu � � } y ��� �8±�²3�^³² � �;´�u {Aµ ��� ¶ y�� � è il periodogrammaosser-
vato alle frequenze

����z � � �;· } , ��z � � � � � � � � ¸ u } { � y · � ¹ , �8³² è la serie
centratarispettoallasuamediacampionariae

¤¥ � z } ��� ± �  u ��� y ·3�Eu �8� y .Sia
¤xCº2»

lo stimatoredi massimaverosimiglianzaottenutodalla (1)
per il parametro

x
di un modello ARFIMA(0,

x
,0) con

x�¼¾½
. Allora,

risulta(Yajima,1985): ¿ } u ¤x º2» {�x;y~ÀÁ�Â u ½�� ÃC· � � y .
Fox e Taqqu(1986)hannodimostratocheper lo stimatoreottenuto

dallamassimizzazionedellalog-verosimiglianzaprofilo (2) - cheindiche-
remo semplicementecon

¤x
- vale la stessadistribuzioneasintoticaot-

tenutadaYajima(1985),quando
x�¼6½

. Quindi si ha:¿ } u ¤x%{�x;y ÀÁ�Â u ½�� ÃC· � � y �
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Comeè statospessosottolineatonella letteratura(Li e McLeod, 1986;
Beran,1995;Baillie 1996),per taleprocessola varianzadello stimatore
nondipendedalparametroÄ .
3. Un testdi omogeneit̀a per il parametroÄ

Ladistribuzioneasintoticadellostimatoredi massimaverosimiglianza
del parametroÄ , soprapresentata,diviene il principalepunto di riferi-
mentoperlo sviluppodi un testdi omogeneit̀asu Ä .

Si consideriunaseriex generatadaunprocessoÅ�Æ	Ç ARFIMA È É�Ê Ä�Ê É;Ë
taleche Ì�Í Å Æ	Î6ÏCÆ Ê
dove ÏCÆ ÇÑÐ ÒIÈ É�Ê Ó8Ô Ë , e per semplicit̀a di sviluppi si ponga Ó8Ô ÎjÕ .
Sianoinoltre Ö	× , Ö Ô , ..., Ö	Ø , Ù sottoseriedi x, ciascunadi Ú osservazioni.
Al fine di verificarel’esistenzadi un comportamentodi lungamemoria
omogeneosuarchitemporalidifferenti,sottoponiamoa testl’ipotesi:Û�Ü�Ý Ä;× Î Ä Ô Î|Þ Þ Þ;Î Ä;Ø Î Ä
dove Ä × Ê Ä Ô Ê Þ Þ Þ Ê Ä Ø sonoi parametrialledifferenzefrazionariedeiprocessi
ARFIMA(0, ÄCß ,0) à ÎáÕ Ê â;Ê Þ Þ Þ Ê Ù , dai quali si assumesianogeneratele Ù
sottoserie,e Ä è notoe prefissato.

Poich́e ã ÚEÈ�äÄ ß	å Ä;Ë�æÇ�ÒIÈ É�Ê çCè é�Ô Ë , ê8à ÎWÕ Ê âCÊ Þ Þ Þ Ê Ù , allora,sotto
Û�Ü

,
risulta1: ë8ì Î Ú^é�Ôç Øíß î × È8äÄ ß^å Ä;Ë Ô æÇ�ï ÔØ Ê
dove

ë8ì
è la statisticatestper l’ipotesi

Û�Ü
di omogeneit̀a. Ne consegue

che,posto ð Î9ñ2ò È ë^ì@ó ï�Ôô3õ Ø%ö Û�Ü Ë , ï�Ôô3õ Ø risulta il valorecritico in base
al qualerifiutareo menol’ipotesi di omogeneit̀a.

Comeè agevole constatare,la statisticatestoraottenutaè caratteriz-
zatadadueevidenti limiti, dovuti alla suanaturaasintotica.

1Si noti chetrattandosidi un testdi omogeneit̀a, e nondi stabilit̀a dinamica,è im-
portanteassumerechegli stimatoridei parametrialle differenzefrazionariedelle ÷ sot-
toseriesianotra loro indipendenti.
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Infatti, in primo luogo essasi basasull’assunzionechelo stimatore
di massimaverosimiglianza øùCú siaasintoticamentenondistorto: in real-
tà, in campionidi numerosit̀a finita lo stimatore øù ú può presentareuna
notevoledistorsione,e renderequindi necessariaunacorrezionedelladi-
stribuzione(comepropostofra gli altri daLieberman,2001;Liebermane
Phillips,2001).Analogamente,il risultatopercui û ü ý%þ ÿ�� � �����	�	
 øùCú � ����� ��������� �������

induceunulterioreelementodi approssimazionepercam-
pioni finiti.

Quandotali fonti di approssimazionenonsonotenutein debitoconto
nella distribuzionedella statisticatest � þ , ne conseguecheil testsopra
presentatoconducaadunlivelloeffettivodi granlungamaggioredi quello
nominale(comeèampiamenteconfermatodallostudiodi simulazioneil-
lustratonelparagrafo6).

4. Distorsioneevarianzadi øù in campionidi numerosit̀a finita

Al fine di correggerela distribuzionedella statisticatest sopraillu-
strata,̀estatocondottounesperimentoMonteCarlo,pervari valori di

ù
e�

, perstudiareil comportamentodelladistorsioneedellavarianzadi øù in
campionidi numerosit̀afinita.

In particolare,sonostategenerate1000replicheMonteCarlodi serie
a differenzafrazionaria,perciascunodei seguentivalori di

�
= 50, 100,

150,200,250,300,400,500,750,1000,1500,e di
ù

= 0.1,0.2,0.3,0.4.
Perognunadelle 44 ( �����! ) coppiedi valori (

�#" ù
) è stataottenutala

distribuzioneMonteCarlodello stimatoredi massimaverosimiglianza,e
nesonostatecalcolatedistorsioneevarianza.E’ statoinoltre calcolatoil
divario tra la varianzaMonteCarloe la varianzaasintotica(0.6079/

�
).

La Figura1 mostral’andamentodelladistorsionee del divario al va-
riaredi

�
, perdiversivalori di

ù
.

Risulta,quindi,evidentechenelladistribuzioneMonteCarlodellosti-
matore øù la distorsionee il divario rispettoalla varianzaasintoticahanno
uncomportamentosostanzialmentecostanteal variaredi

ù
, siain termini

di andamentochedi valori numerici;comeèatteso,tendonoentrambia0
al cresceredella lunghezza

�
dellaserie,mentrenonsonoaffatto trascu-
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rabili percampionidi numerosit̀apiù limitata.
Talecomportamentoci ha indottoa valutareunarelazioneasintotica

tra distorsionee divario da un lato e lunghezzadella seriedall’altro. In
particolare,utilizzandole 44 realizzazionidelladistorsionee del divario
dello stimatore,abbiamoottenutole seguenti relazioni sulla basedi un
criterio di adattamentodeiMinimi Quadrati2.

Figura 1. Distorsioneedivario dellostimatore $% .
La distorsionenellastimadi massimaverosimiglianzàe risultataben

approssimatadallarelazione(Figura2):& ')(�*�+-,.*0/012
2I risultati qui presentatisottintendonoche essisonostati i migliori e i più coe-

renti in termini di adattamentotra quelli ottenutimedianteil ricorsoa diversefunzioni
elementari.
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dove 3�4�576�8 6�6	9�9 :	; (p-value=0.03),3=<�5�>�?�8 @�?�A�6�@�B�9 (p-valueC!6�8 6�6	9 ),DFE 5G6	8 A�;�B . Essaconfermachela distorsionèe dell’ordine H�I J�K < L .
Il divariotrala varianzaMonteCarloequellaasintoticàerisultataben

approssimatadallarelazione(Figura2):M�N O�P	Q RTSGU < 9J E
con

U <V5W? X�8 ?�:�@�B�X�:�@ (p-value CY6�8 6�6	9 ); Z E I M	N O	P�Q R�[]\M	N O	P�Q R L 5^6	8 A�B�9 .
Essaconfermachelavarianzaasintotica,aldi làdi unacostante,̀edell’ordineH�I J�K E L , comeampiamentediscussoedimostratodaLieberman(2001).

Figura 2. Approssimazionidelladistorsioneedeldivario.
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5. Un testdi omogeneit̀a per _ condistribuzionecorretta

Illustriamo, ora, comesia possibileprocederead unamodificadella
distribuzionedellastatisticatest `=a , presentatanelparagrafo3, sullabase
dellerisultanzedelprecedentestudioMonteCarlo.

E’ emerso,infatti, chepernumerosit̀afinite: b�c0d_�e fhgG_�e�ikj a , j amlgGn ;o�p�q c0d_�e fhgrc s�t�c u0v�w f f=i._�x y p	q a gGy a . Allora, sottol’ipotesi zV{�|	_�e�gG_ ,} x-g�~�� �	� � � � � ��� si ha: �m�e �0� c0d_ e0� _�f wy a � � j way a ���� w� �
dacui, medianteagevoli passaggi,si ottengonola statisticatest� wa g ��e �=� c=d_�e � _�f w �
e il corrispondentepercentile~ n�n�c ~ �.� f � :� c � � ��� u�f-g � w��� � y a i!��c j a f w �

Quindi, sostituendole approssimazioniottenutenel paragrafoprece-
denteper la distorsionee il divario, si pervieneal seguentepercentile
modificato:� c � � ��� u�f-g � w��� ��� su0v w i]�0� ~u w�� i!�F����{-i.�=� ~u � w g

g�� � w{ i ~u � � w��� � sv w i!��� � { � � � i ~u wT� � w��� � � � i!� � w� � �
Dunque,si rifiuta l’ipotesi di omogeneit̀a z { tutte le volte che

� wa��� c � � ��� u�f .
Ad esempio,se ukgr~ n�n e ��g�� , si rifiuta l’ipotesi z { |	_ � gG_ w gG_

quando c0d_	� � _�f w iGc0d_ w � _�f w�� c n	� �������	f w �
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6. Uno studioMonteCarlo sul livello del test

Al fine di valutareil livello effettivo del testpropostonel precedente
paragrafo,e di quantificareil guadagnoottenutorispettoalla soluzione
illustratanel paragrafo3, abbiamosviluppatounostudiodi simulazione.

In particolare,abbiamosimulato,mediante1000repliche,la distribu-
zioneMonteCarlodellestatistichetest�0� e �� � , perdiversivalori di ¡ (50,
100,150,200,250,300,400,500,750,1000,1500),di ¢ (0.1,0.2,0.3,
0.4),e perunnumerodi sottoserie£ paria2.

Postoil livello nominale¤7¥r¦	§ ¦�¨ , perogni coppiadi valori ( ¡#© ¢ ) è
statocalcolatoil livello effettivo corrispondentealle duestatistichetest.
Nel prosieguo indicheremocon ¤#ª « il livello del testbasatosu �0� (cioè
basatosulladistribuzioneasintoticadello stimatore ¬¢ ), e con ¤- il livello
effettivo del testbasatosullastatistica�� � (cheprevedel’uso delpercentile
modificato).

NellaTabella1 sonoillustrati i valori di ¤#ª « e ¤  ottenutiin corrispon-
denzadei diversi ¡ e ¢ . Apparecos̀ı evidentecheil livello ¤  associato
alla statisticatest �  � è nettamenteinferiore a quello ( ¤#ª « ) ottenutocon
la statisticatest � � , e molto più vicino al livello nominale¤7¥r¦	§ ¦�¨ , so-
pratuttoperseriedi lunghezza¡¯®�° ¦�¦�¦ . In particolare,quando¡¯±�° ¦�¦ ,¤  risultaessereall’incirca pari a ¤#ª « ²�³ .

Si noti, inoltre, chein uno studioMonte Carlo preliminare,qui non
riportato,èemersochela correzionedellostimatore ¬¢ in terminidi distor-
sione,propostadaLiebermanePhillips (2001),conducea livelli effettivi
di ¤ intermedirispettoad ¤ ª « e ¤  .

Comerisultaevidentedall’espressioneottenutaperil percentilemodi-
ficato �	´ ¤�© £�© ¡�µ , il miglioramentonel livello del testdovrebbeesseresen-
sibile anchealla numerosit̀a £ dellesottoserieconsiderate.

Infatti, unandamentoanalogo(Tabella2) è statoevidenziatomedian-
te un ulteriorestudiodi simulazione,condottonel casodi un numerodi
sottoserie£ =5, per ¡ =100, 200, 500; ¢ =0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Ci sembra,
quindi,chei risultati precedentipossanoesseregeneralizzati¶�£�·�¸ .

Neconsegueche,perverificarel’ipotesi di omogeneit̀adelcomporta-
mentodi lungamemoriasu £ architemporali,siapreferibilericorrerealla
statisticatest �� � , e quindi al percentilemodificato�	´ ¤�© £�© ¡�µ , ottenutonel
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precedenteparagrafo.

Tabella1. Livelli dei testbasatisu ¹0º e su » ¼º (per ½ =2)¾ ¿ À#Á Â À#Ã ¾ ¿ À#Á Â À-Ã
50 0.1 0.236 0.082 400 0.1 0.089 0.069

0.2 0.239 0.078 0.2 0.071 0.057
0.3 0.199 0.066 0.3 0.085 0.063
0.4 0.205 0.074 0.4 0.105 0.074

100 0.1 0.170 0.076 500 0.1 0.091 0.074
0.2 0.140 0.064 0.2 0.075 0.059
0.3 0.158 0.065 0.3 0.081 0.069
0.4 0.120 0.053 0.4 0.084 0.076

150 0.1 0.114 0.058 750 0.1 0.072 0.054
0.2 0.113 0.063 0.2 0.075 0.067
0.3 0.130 0.081 0.3 0.065 0.054
0.4 0.096 0.062 0.4 0.074 0.063

200 0.1 0.122 0.080 1000 0.1 0.062 0.054
0.2 0.106 0.064 0.2 0.072 0.068
0.3 0.109 0.065 0.3 0.071 0.065
0.4 0.077 0.045 0.4 0.077 0.069

250 0.1 0.102 0.063 1500 0.1 0.059 0.053
0.2 0.100 0.065 0.2 0.067 0.064
0.3 0.101 0.072 0.3 0.060 0.054
0.4 0.088 0.057 0.4 0.056 0.054

300 0.1 0.087 0.070
0.2 0.103 0.070
0.3 0.099 0.068
0.4 0.088 0.064
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Tabella2. Livelli dei testbasatisu Ä0Å e su Æ ÇÅ (per È =5)É Ê Ë#Ì Í Ë#Î
100 0.1 0.242 0.080

0.2 0.245 0.092
0.3 0.239 0.090
0.4 0.164 0.059

200 0.1 0.143 0.073
0.2 0.145 0.073
0.3 0.145 0.079
0.4 0.112 0.060

500 0.1 0.096 0.066
0.2 0.076 0.049
0.3 0.087 0.064
0.4 0.091 0.062

7. Ulteriori sviluppi

Scopodell’articolo è statoquellodi sviluppareun testdi omogeneit̀a
per il parametroalle differenzefrazionariedi modelli ARFIMA(0, Ê ,0)
con Ê�ÏÑÐ . In particolare,in questolavoro è statopropostodi ricor-
reread unastatisticatestestremamenteagevole dal puntodi vista com-
putazionale,edi modificareil percentileteoricodel Ò#Ç , tenendoin debito
contodistorsionee varianzadello stimatoredi massimaverosimiglianza
di Ê , il cui effetto (rispettoai risultati asintotici)è piuttostonotevole per
numerosit̀acampionariefinite, ancheelevate.

Ulteriori sviluppidi talericercasarannorivolti in primo luogoaduno
studioMonteCarlodellapotenzadel testproposto,specificandoconcura
l’ipotesi alternativadi interesse.

Inoltre, occorreestendereil testdi omogeneit̀a qui propostoal caso
più generaledi modelliARFIMA( Ó=Ô Ê Ô Õ ), quandoÓ Ï7Ð , Õ Ï7Ð .
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