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Summary Financialdataanalysishasrecentlyfocusedits interestin intradaily mod-

els, thanksto the availabilty of datacollectedat ever higherfrequencies.The natural
limit in increasingfrequeny is achiezed whenall transactionsare recordered:these
arethe so called ultra-high frequencydata and modelshave beendevelopeddirectly

tailoredto their features.The main featureis that obsenationsareirregularly spaced,
in factthesemodelsare an alternatve to the usualcustomto aggregatedatato some
fixedtime interval. Aim of this paperis to introduceultra-highfrequeng datain gen-
eral,theirdescriptiorwith statisticainstrumentsaindthe problemspossiblyarisingfrom

their analysis After the presentatiorof the new context of work, thebasicACD model,

a proposaldevelopedby Engleand Russel(1995,1998),will be examined. Finally an

applicationto italian StockMarket, with particularattentionto QML estimationof pa-

rameterandsemiparametribazardestimationwill bepresented.

Key words: Ultra-highfrequeny data,Duration,Hazard ACD Models.

1. Introduzione
La volatilitadei mercatifinanziarimponela raccoltadei datiadinter

valli temporalisemprepiu ravvicinati, nell'intentodi minimizzarela natu-
raleperditadi informazionensitanellarilevazioneadintervalli fissi. Tale
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perditadi informazionesi annullasolo nel momentoin cui vengonore-

gistratetutte le transazionavvenute.l datichederivanodallarilevazione
esaustia sonodetti dati ad altissimafrequenzee la loro caratteristica
principalee di nonesserequispaziatnel tempo.

L’ambito metodologicoper I'analisi di questotipo di dati € quello
dei processpuntuali,definiti comela successionéty, t, - - -, t;, - - -} dei
tempiin cui si e verificatoun certoeventocasuale.l processipuntuali
possonacadattarsial campofinanziarionel momentoin cui I'eventoche
si verificaai tempity,to,---,1;, - - - € rappresentatda unatransazione,
di modocheil tempot; indicail momentoin cui lo scambioi-esimo
vieneperfezionatomapossonapotizzarsiancheprocessgeneratidaal-
tri eventidel mercatdfinanziario.

Tale contestovienedescrittoequivalentementattrazersoduediversi
tipi di variabili casuali: la variabile conteggio V;, cheindicail numero
di eventi avvenutientroil tempot e la variabiledurataX; cheindicalil
tempointercorsotra I'evento (i — 1)-esimoe i-esimo,alla qualesi fara
riferimentonel seguito. La differenzafondamentaldra le duevariabili &
cherisultanodefiniterispettvamentenel tempodi calendarioe neltempo
degli eventt entrambesonoequispaziat@el loro asseéemporalenapar
larein termini di durate,e quindi di tempodegli eventi, implica unade-
formazionedel consuetoassetemporale costituito dal tempodi calen-
dario. La trattazionedel problemain termini di duratefornisce quindi
un agile approccioai dati ad altissimafrequenzache sonoappuntoeg-
uispaziatinel tempodegli eventi manonneltempodi calendarioke allo
stessdempoconsententeressantinterpretaziondeirisultatinell’ambito
dei modelli di deformaziongemporaleintrodotti da Clark (1973). Tale
deformaziondemporalepuo incorporarefral’altro, la notarelazionetra
volatilita e volumi, rendendd’approccioqui descrittoestremamentat-
tuale.

In quest’ambitdEnglee Russel(1998) hannorecentementproposto
la classedei modelli ACD (Autoregressve Conditional Duration) che
promettedi esseraino strumentaoaffidabile ed efficaceperil trattamento
deidati adaltissimafrequenzaScopodi questdavoro e delineare tratti
fondamentalidei modelli ACD e mostrarnal funzionamentattraverso
un’applicazionea dati reali. Nel secondgparagrafosarannarichiamati
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i fondamentiprobabilistici dei processipuntuali con variabili esplica-
tive e sam introdottal’ipotesi di basedalla qualeprendondformai mo-
delli ACD, che sarannobrevementedescritti nel paragrafosuccessio.
Il quartoparagrafodam spazioinfine all’applicazioneai dati del titolo
Generaliconparticolareriguardoalle problematichelell’ottenimentadi
stime di quasi-massimaerosimiglianzaed alla stima semiparametrica
dellafunzionedi rischio.

2. Trattamentostatisticodei dati ad altissimafrequenza

Siaz; = t; — t;_1 (x; > 0), la duratadell’eventoi-esimo,ex; | =
{;_1, -2, -} il vettorecontenentde duratedegli eventi passati.Nei
processpuntualiconvariabiliesplicatve al genericceventoi-esimo,oltre
cheunadurataz;, € associatain vettorey; di variabili chehannola fun-
zionedi fornire un’ulteriore descrizionadell’'eventoavvenuto(ad esem-
pio il prezzoa cui e si e perfezionatda transazioneil numerodi azioni
vendute,etc.). Cony;_; siindicail passatadelle variabili esplicatve.
A differenzadei processipuntualisemplici, in presenzali variabili es-
plicative si disponequindi di due variabili casuali, X; e Y;, e viene
presain considerazionda loro funzionedi densit congiunta,condizio-
nataall'informazionepassatd,;_,, indicizzatadaun vettoredi parametri
0Z~:

(X5, Y)|Zicy ~ g(z3, yilxi—1,¥i-1; 6:)

chepuo esserescrittaanchecome:
9(2i, yilXi—1, ¥ie1505) = f(@i|xi—1, ¥i-1; 0i1) q(yi|Ti, Xi—1, ¥i-1; Oi2)

espressiongalvolta utile perla stimadei parametriconil metododella
massimaverosimiglianza.La funzionedi densia maginaledelladurata
i-esima,calcolabilea partiredallacongiuntacome:

F(@ilxiz1,¥i-1;001) = / 9(zs, yilxiz1, ¥i1; 6:)dy;
yieﬂyi

consentali ricavare,in corrispondenzdi ogniistantetemporalg > ¢;_1,
le usualigrandezzalefinite nel contestodei processipuntuali,comela
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funzionedi sopravivenza

S(t|xi-1,¥i-1;0i1) =1 — F(t|xi—1,¥i-1;0i1) =
:/ f@ilxiz1, ¥ie1; 0i1)dz;
t—t;—1

dove
t—ti—1
F(t|xi_1,¥i-1;0i1) = /0 f@ilxi1, ¥ic1; 0i1)dz;

elafunzionediripartizioné, edil tassdstantaneali accadimentalell’even-
to, dettorischioo hazad

it —tisi|xi—1, ¥i1;0i1)
S(tlxi—1,¥i—1;00)
Permaggioridettaglisu questefunzioni si vedalLancaste(1990). Sela

densiticongiuntae nota,la stimadei parametrsi effettuamassimizzando
la funzionedi log-verosimiglianza

h(t|xi_1,¥i-1;0i1) =

N
L(m; X,Y) = log g(xi, yilxi—1,Fi-1; 0:(n))

i=1
dopoaver assuntache g dipendada un numerofinito di parametri in-
variantisugli eventi, attraversounafunzione®; degli stessi.Nel seyuito,
pernon appesentiréa notazione si utilizzera semplicementd simbolo
n in luogo di 8;(n). Engle e Russel(1994,1998) hannointrodottoin
guestocontestaun’ipotesisemplificatricenon nuova nellateoriadei pro-
cessipuntuali.Detta

¥ = E(xi|xi_1,¥i—1;my) = /0 T f (25| X1, ¥ie1; M1 ) dozs

1Si noti che per la funzionedi ripartizione viene utilizzata la notazioneF(t) =
Pr{z; < t—t;_1} anziclequellausualesecondaui sidovrebbescrivere F' (t—t;_1) =
Pr{z; < t —t;_1}. FormalmenteF'(¢) risultadefinitapert € (¢;—1;00), anzicte per
t € (0;00) comeimporrebbeil supportodellavariabile X; di cui F' e funzionedi ri-
partizione,e cio corrispondead unacorvenientetraslazionedi F. In questocontesto
si preferisceutilizzare'espressione'(t) in quantone rendepiu chiaroil significato:
Pr{z; < t — t;_1} corrispondejnfatti, alla probabilita chel'i-esimoeventoaccada
entroil tempot, datochel’ (i — 1)-esimoeventoe accadutesattamental tempot;_; .
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la mediacondizionatadella:-esimadurata,si ipotizzacheessaiassuma
tuttala dipendenzéemporalegresentaelledurate attrasersol’assunzione:

Ti € ~i.i.d. con E(g)=1 (1)
Yi
in basealla qualesi puo scrivere f(z;|x;_1,¥i—1;m) = f(zi|vi;n)-
Valendola (??), ericordandda fattorizzazionelellag nelleduefunzioni
f eq, lalog-verosimiglianzgpuo esserespressaome

N
L(m; X,Y) = _[log f(=i|¢i;m) +log q(yilzi, Xi—1, Fi-1;m0)]  (2)
i=1
espressionehehail vantaggiodi prescinderealalla specificazionalella
densitig (cheincorporadinamichecongiuntedi duratee variabili spesso
difficili daesplicitareapriori) edi consentiresei parametrip, en, nonsi
influenzanavicendaa massimizzaziondeiduetermini separatamente
(Engle,1996). | modelli ACD nellaloro formulazioneoriginariadefini-
sconoun modelloperle durate quindifocalizzand’attenzionesullasola
funzionef: I'aggiuntadi variabili esplicatve avvienein un secondano-
mentoe nonsar trattatain questdavoro.

3.1 modelliACD

L'ipotesi di lavoro (??) risulta fondamentalan quantopermettedi
modellarele duratesemplicementstabilendda formafunzionaledella
mediacondizionatay; e la distribuzionedegli errori¢;. La classedei
modelliACD ipotizzapery); unastrutturaautorgressvae diversimodelli
dellaclassesi ottengonaal variaredell’assunzionsue;. La formulazione
originariadel modelloACD(g, p) € datada

T, = Y€ (3)
Vi = w+ i oz + Y0 B

dove, al fine di garantirela positvita delle medie; e la stazionariei
del processadeve esserev > 0, «;, 8; > 0 e X;(o; + B;) < 1. Per
guantoriguardala distribuzionedegli errori, le ipotesipiu frequentisono
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I'Esponenzialesla Weikull, dallequaliderivanorispettvamenta modelli

EACD(g,p) e WACD(q,p) (Englee Russel 1998).In particolare/'ipotesi

Esponenzialdrova giustificazionenella teoria dei processidi Poisson,
in basealla qualel'ipotesi di duratecondizionatamentendipendentied
esponenzialmentdistribuite comportachela media; e la funzionedi

rischiosianocostantiungotuttolintervallotemporaldrai;_, et; esiano
inoltre 'unaiil reciprocodell’altra:

f($i|1/1z';71) = iexp {—%IEZ}

E(zi|sm) =i =w + X0 ooy + 20— Bitbij

1 1t .
ft—tica|vism) %exp{—%( i} Z_l)} 1

(t1i;m) S(t|sm) /°° iexp{_im,}dx. ¥i
1=t 1/% 1/% ' '
dovet > t,1en = (w, o, -, 04,01, -+, Bp) €1l vettorecontenente

i parametridel modello, che possonoesserestimati massimizzandal
primo terminedella(??) chein questocasodiviene:

N N

Z;
£0Cn) = Yo aism)] = = 3 [fogsh + 2.
i=1 i=1 4
L'ipotesidi duratecondizionatamentemdipendente distribuite comeuna
Weibull(v;, ;) costituiscaunafrequentelternatvaalladistribuzioneEspo-
nenziale.In questocasola mediacondizionata); € datada

1
1/1Z~ = K,Z'F (1 + —>
i

dove I'(-) € la funzione Gamma. Poicke, condizionatamenta v;, le
z; devono esserddenticamentalistribuite, &€ necessaridissareuno dei
dueparametriy; e k; (altrimentiin corrispondenzaella stessanediay;
potrebberaversidistribuzioni condiversiparametri):
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postoy; = v perogniz, Siha

Vi

Ki=—7—7\
r(1+2)
~

e quindiil modelloWACD(qg, p) € specificatccome

1\\" 1\\"
S N N I N VA

exp

flxilvsm) = xlz ”

E(zilin) =i = w+ Xi_ oyzioj + X0 Bitbij

r (1 + 1) (t—ti—1) B

v v

i t—1;1

h(t|1s;m) =

dovet > ti—l en= (wy Oy, aqHBl? v '7/6;077)'
La log-verosimiglianzan questacasoe datada

1 1\\"
S O /0 IO I N VS

N
) — s
L(X;n) = ZZ;log (IEZ) +vlog 1/%' m

L'ipotesi di Weibull &€ equivalentead assumereainadistribuzione Espo-
nenzialeper z] cod che le duratepiu lunghe sono consideratepitl o
menoprobabilia secondachey siarispettvamenteminore o maggiore
dell’'unita.
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Comesidiratrabreve, altreipotesisonocomunquepossibiliriguardo
la distribuzionedggli errori e in basea questosi adeguanola funzione
rischioe quelladi log-verosimiglianza.

Un importanteteoremaEnglee Russel 1998; Engle,2000)assicura
peraltrola possibilitadi ottenerestimedi quasi-massimsaerosimiglianza
ottimizzandda funzione

N
L X)==-> [logt/Ji + &]

i=1 '@[}z
che, in basea quantoappenadetto, corrispondealla funzionedi log-
verosimiglianzeesattasottol'ipotesi Esponenzialegos cherisultapos-
sibile stimarei parametrisenzaporre alcunaipotesisulla distribuzione
degli errori. Peri risultati dell'applicazionedi questimodelli su dati si-
mulati, conparticolareriguardoalla robustezzadelle stimesottol'ipotesi
Esponenzialesi vedaZuccolotto(2001).

Estensional modelloACD di basesi ottengonacsiavariandol’assun-
zione sulla mediacondizionatay;, che agendosulla distribuzionedegli
errori.

Pergquantoriguardala formadi 1;, € possibileaggiungerevariabili
esogenen gradodi spiggarela frequenzadelle transazionijnoltre sono
statipropostivarimodellinonlinearicomeadesempial log-ACD (Bauwens
eGiot,1997)oI’A CD Asimmetrico(Bauwens Giot, 1998).Perun’applica-
zionedi quest’utlimoal titolo Generali(con gli stessidati utilizzati nel
presentdavoro) si vedaDe Luca(2001).

Nuove ipotesi sulla distribuzione degli errori possonoincluderela
GammaGeneralizzatala Log-Logistica,La Log-Normale,la distribu-
zionedi Burr (Grammigetal., 1998).

Ulteriori estensioniderivano dalla evidenterelazioneesistentetra i
noti modelliGARCH di Englee Borselles edi modelliACD, in basealla
gualesonospess@ossibiliperi secondie stessastensiongia proposte
peri primi, con qualcheovvio aggiustamentoE il casodei modelli FI-
ACD introdotti daJasiak(1999) peri quali un’applicazionead un titolo
italiano e statapropostada Golia (2001).
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4. Un’applicazioneal mercatofinanziario italiano: il titolo Generali

In questoparagrafosarannoespostii risultati della stimadi alcuni
modelli dellaclasseACD sui dati derivanti dallacontrattazionelel titolo
Generalialla Borsadi Milano (i dati sonostatiforniti dalla Borsaltal-
ianaS.p.A.)dal 3/04/2000al 19/04/2000 Durantetale periodosonostate
registrate87866transazioni.L’apparatateoricoe statoillustrato riferen-
dosialla durataz; comeal tempointercorrenterala (¢ — 1)-esimae la
i-esimatransazionemain real,, comesottolineatan precedenzasi pud
assumereome“eventoi-esimo” qualunquesventodi mercato.Nel caso
del titolo Generali,ad esempio,si 0sserano spessdransazionisucces-
sive avvenuteal medesimaorezzo. Ai fini interpretatvi appare jnvece,
di particolareinteresseestrapolaréa dinamicasecondaui si succedono
contrattazionia prezzidifferenti, quindiin questocasoe sensatanaliz-
zare,anzicle le duratetra successie transazionile duratetra successie
variazionidel prezzo. Spostandd’attenzionesu questodiversoevento
di mercatole durateda analizzaresi riducononoa 22638. Eliminatele
duratenulle, le contrattazionidellafasedi pre-aperturale duratetra il
primoeventodellagiornatae'ultimo dellagiornataprecedental dataset
definitivo risultaformatoda 19697durate rappresentatgraficamentén
Figural, dove si notaevidentementd'alternarsidi periodidi quiete(du-
rateelevate)a periodidi turbolenza(duratepiccole). L'ossenazionedel
correlogrammauggerisceinadecisgoresenzali autocorrelaziondino a
lag elevati. Per4 modelli(ACD(1,1)- ACD(1,2)- ACD(2,1)- ACD(2,2))
sonostateottenutde stimedi quasi-massimeerosimiglianzariportatein
Tabellal, assiemaai relativi scartiquadraticimed? e adalcuniindici per

valutarela bontidelmodello,basatisul’esameleiresiduié; = i (errori
stimati): il testdi Ljung-Box perl'ipotesi di incorrelazionedei residuie
dei loro quadrati,la mediae lo scartoquadraticomedio dei residui, la
varianzadello scartotra la durataeffettiva e la suamediastimata.

2Quandouno dei parametristimati & risultatonon significativo la massimizzazione
della log-verosimiglianzaé statacondottanuovamente vincolandodetto parametroa
zero,edin luogo dello scartoquadraticomedio & statoindicatoil simbolo(-). In nes-
sunodei tre casi,comunquedettaprocedureha comportatovariazionisullastimae sul
relativo scartoquadraticanediopergli altri parametri.
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Figura 1. Duratedeltitolo Geneali dal 4/4/00al 19/4/00

Sinotachegli scartiquadraticmedidellestimeevidenzianaun’eleva-
ta significatvita di tutte le stimenonnulle. Inoltre il testdi Ljung-Box,
cheva confrontatocon la sogliacritica x3, 55, = 31.4, consentedi es-
cluderecondecisiond primi tre modelli. Peril modelloACD(2,2),che
si configuraimmediatamenteomequello migliore, risultanoinveceac-
cettabilile ipotesidi incorrelazionesiadeiresiduié; (aquestgropositosi
vedaancheil correlogrammaiportatoin Figura2) chedeiloro quadrati
€2, | residui¢; hannomediaunitaria,in accordoconlipotesi di partenza.
Lo scartoquadraticanediodovrebbeavereanch’esswaloreunitariosesi
volesseavvalorarel’ipotesi di distribuzioneEsponenzialequi lo scosta-
mento,pur di piccolaentita, segnalala possibilia di unadiversadistribu-
zione. Il modelloACD(2,2) & anchequello per cui € minimala varianza
0(z; — ;). Sinoti cheo?(x;) = 737.9005, quindil'utilizzo dellastima
della mediacondizionataa/?i comeprevisoredelladurataz; consentdli
spiggarnein partela variabilita.
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Tabellal. Stimedei parametridi quattro modelliACD e
indicatori dellabont del modello(tra parentesigli scarti
quadratici medidelle stime)

Modello | ACD(L,1)| ACD(L,2)| ACD(2,1)| ACD(2,2)
o 0.0519 | 0.0509 | 0.0620 | 0.1225
(0.0093) | (0.0093) | (0.0109) | (0.0203)
& 0.0384 | 0.0384 0 0
(0.0020) | (0.0020) ) )
4 - - 0.0447 | 0.0842
(0.0025) | (0.0041)
23 0.9592 | 09592 | 0.9524 | 0.0819
(0.0022) | (0.0022) | (0.0026) | (0.0103)
Bs - 0 - 0.8281
) (0.0115)
LBa(4) | 288.0543| 288.0388| 204.1177| 23.1844
LBs(&) | 79.8931 | 79.8080 | 56.9678 | 24.7317
o?(z; — ;) | 640.0199] 640.0158| 638.6144| 632.4504
E() 0.9964 | 09980 | 0.9975 | 0.9976
(&) 11580 | 1.1599 | 1.1579 | 1.1505

Utilizzandoi residuié¢; dal modelloACD(2,2) e possibilestimarela
_ 1)
| | S R
rivesteun certointeresseessenzialmenteerdueordini di motivi:

funzionedi rischiodell’erroreh.(t) (dettabaselinehazaud), che

e consentanteressantinterpretazionisulla dinamicadel fenomeno
edanchevalutazionisullapossibiledistribuzionedegli errori,

e costituiscell puntodi partenzgperil calcolodellafunzionedi ri-
schioperle durate,nonaltrimentiricavabile,in quantoessae ana-
liticamentenotasolo quandosi pongonapotesisulladistribuzione
degli errori: € semplicedimostrare(si vedain Appendice)chela
funzionedi rischioperle duratesi ottieneapartiredaquelladell’erro-
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Figura 2. Correlogrammadeiresidui¢; dal modelloACD(2,2)

re attraversola relazione

T —1,_1 1
h iy = he —-.
(tls;m) ( : )%

Poiche nonsonostatefatteassunzionsulladistribuzionedegli errori,
si trattadi una stima semiparametricaella funzione h.(t), che si pud
otteneread esempionel modo suggeritoda Engle (2000) : detti €, i
residuistimatidispostiin ordinenondecrescentsi ricorreallaformula

2k

r=io) = CERZEB)_pyvy
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Figura 3. Rappesentazioneellafunzioneh, ()

chesi comprendesserandochei residui¢; sipossonaonsiderareome
un campionedi osserazioniindipendentiottenutoeffettuandoN prove
suun eventocasualee registrandoad ogni provail tempooccorsopercte
I'eventosi verificasse .k € un numerointero chevienefissatoa seconda
del gradodi spianamentalesideratogui si e postok = 100, conside-
ratoanchel’elevatovaloredi N. In Figura3 e rappresentatk funzione
he(t) stimatasui residuidal modello ACD(2,2). Il rischio & elevato in
corrispondenzai duratepiccole, quindi procededecrescendgrimain
mododecisopoi pit gradualmenteSi confermacomunquel sospettai
inadeguatezzalell'ipotesidi distribuzioneEsponenzialegcheimporrebbe
unafunzionedi rischio costantgaria 1, ancheselo scostamentdatale
situazionenon appareparticolarmentemarcato. Si potrebbeipotizzare
unadistribuzioneWeibull con parametray pocodistantedall’'unita. Sti-
mandosulle 19697durateun modelloWACD(2,2) si ottengonanfatti i
risultati riportatiin Tabella2.

Si confermaquantoipotizzatoriguardola distribuzionedegli errori,
tuttavia le stimerisultantinon presentanwariazionidi rilievo rispettoa
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Tabella2. Stimedei parametridel modelloWACD(2,2)e
indicatori dellabont del modello(tra parentesigli scarti
quadratici medidelle stime)

Modello | WACD(2,2)
@ 0.1227
(0.0209)
& 0
()
Gia 0.0841
(0.0042)
B 0.0821
(0.0106)
By 0.8279
(0.1180)
A 0.9722
(0.0052)
LBy (&) 23.1661
LBy (&) 24.7329
o%(z; — ;) | 632.4315
E(&) 0.9984
o(&) 1.1515

guelledi quasi-massimaerosimiglianzaottenutein precedenzall leg-
gerissimaniglioramentosuggeritadagliindicatoripropostiapparesenz’al-
tro trascurabile.

5. Conclusioni
Da qualcheanno a questaparte la tecnologiainformatica ha reso

disponibileunanuova tipologia di dati, derivanti dalla registrazionedi
ogni singolatransazionalel mercatofinanziario. Questidati sonodetti
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“ad altissimafrequenza’ela loro caratteristicdondamental@ di nones-
sereequispaziatnel tempo. Nuovi modelli sonostati elaboratia fronte
di questeattuali problematicheal fine di sfruttareal meglio la grande
potenzialif informativa insita nellarilevazioneesaustia dei movimenti
avvenutinelmercatdinanziario.Attualmentda propostgiu completan
guestoambitoe costituitadai modelli ACD di Englee Russel1998),dei
gualiin questdavoro eillustrataun’applicazioneaduntitolo delmercato
finanziarioitaliano.
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Appendice
Lafunzionedi rischioperle durategricavabileapartiredaquelladell’errore
attraversola relazione

t—t_\ 1
h iy :he _— ] —.
(Ut m) ( = ) :

Infatti, dette fe(e;), Sc(t) e h(t) = g’E((t))

zionedi sopravivenzae la funzionedi rischio del genericoerroree;, e

f(@slbi; m), S(t|ws;m) e h(t|s;n) = [ —tia|vin)

la funzionedi densig, la fun-

le stessdunzioni

o . S(tlvi;m) _
perla durata:-esimaz; (condizionatamenta v;), essenda; = ;¢;, Si
ha

deZ i 1 z;
T | W55 ——Je | 7
st =| |7 (5) = 0. (2)

S(ti;m) = /: I%fe (¢>d:cz_ﬁ - ¢Zf(ez)z/;zdez_5 ( 12_1)

e quindi

e
FE@—tialsm) "\ W _ (t—ti_1> 1

¥;
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