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Summary: In thispaperanew approachto theestimationof leverageeffectsin thecondi-

tionalvarianceof financialtimeseriesis presented.Moreprecisely, within ourapproach,

leverage effectsaredealtwith by including into themodelfor theconditionalvariance

interactionsbetweenpastreturnsandvolatilities. Theproposedmodelis appliedto the

timeseriesof returnsrelativeto six well knownstockmarketindexes:S&P500,MIB30,

DAX30, CAC40,SWISSMarket-PriceIndex andIBEX35I.
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1. Introduzione

Nell’analisidi seriestorichefinanziariesi èspessoosservatala presen-
zadi correlazionenegativafra rendimentievarianzacondizionata(o vola-
tilit à) dellaserie.La presenzadi talecorrelazionesuggeriscela necessit̀a
di ricorrereadun modellonel quale,a parit̀a di magnitudine,rendimenti
positivi e negativi influiscanodiversamentesulla varianzacondizionata
futura e, ragionevolmente,un incrementoin varianzamaggioresar̀a as-
sociatoal verificarsidi rendimentinegativi. L’asimmetriainsita in tale
relazionesi connaturain quello chenella letteraturaanglosassoneviene
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detto leverage effect. Nel corsodell’ultimo decennio,diversi sonostati
gli autori chehannopropostomodelli in gradodi isolaree quantificare
effetti del tipo descritto.Ricordiamo,fra gli altri, Nelson(1991)e Rabe-
mananjaraeZakoian(1993).

Nel presentelavoro si proponeun approccio,alternativo a quelli pre-
cedentementepropostiin letteratura,il qualesi basasull’impiego di una
particolareclassedi modelli autoregressivi con coefficienti stocasticiin
cui figuranoanche,quali variabili esplicative,valori passatidellavarian-
zacondizionatadellaserie.Al finedi tenerecontodellapresenzadi effetti
di leverage, l’equazioneper la varianzacondizionataincludedei termini
di interazionefra rendimentievolatilitàpassate.

Il lavoroèstrutturatocomesegue.Nellasezione2 vienedescrittol’ap-
procciopropostomentrenellasezione3 vengonopresentatii risultati di
un’applicazionealle seriestorichedei rendimentirelativi ad alcuni ben
noti indici sinteticidell’andamentodel mercatoazionario.Alcuneconsi-
derazioniconclusive,infine,vengonopresentatenellasezione4.

2. Il modello

Sia ��� un processoosservabile tale che
� ��� � � � ��� 	�
� � ��� ���� 	 , ��� , e

dove � � è l’informazionedisponibileal tempot. Si consideriun modello
del tipo CPV-C (Storti,1999)di ordine( � , � ):

� ������ � � ���
� � � � � � �� "!� # � ��$

# � � � � � #% '& � (1)

dove �
� � � e $

# � � sonodelle successionidi variabili casualiiid e, inoltre,
posto ( ���*) � � � � � + + +,� � � � � � $ � � � � + + +�� $ ! � � - . :/ � ( � 	 � / � ( � � � � ��� 	 �1032 � � � ( � 	 �42 � � � ( � � � � ��� 	 �45 (2)

ed

& � 
6� � ��� 7,�8 	 è un terminedi errorewhite noise,indipendenteda ( �
(peri=1,...,r; j=1,...,se t=1,...,T). Unadiscussionedelleanalogieesisten-
ti fra modelliautoregressivi concoefficienti stocasticiemodellicondizio-
nalmenteeteroschedasticila si può trovarein Tsay(1987).
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La varianzacondizionatadi 9�: , datal’informazionepassata; : <�= , èdata
da: >�?:A@CB : DE: BGF:�H'I

?J
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> : < T

H N O XP TZY
O W T 9�: < O 9�: < T H N O XP TZ[

O W T
> : < O > : < T

con B : @]\ 9 : <�= ^ _ _ _,^ 9 : < L ^
> : <�= ^ _ _ _�^ > : < R

`
e dove I ?J ^ Q

O ^ U
T ^ V
O W T ^ Y O W T ^ [ O W T

sonodei parametriincogniti dastimare. Imponendodelleopportunere-
strizioni sullastrutturadellamatrice D e, in particolare,assumendoche
essasiadi tipo diagonalea blocchi, è possibilegiungereadunaparame-
trizzazionepiù parsimoniosarispettoalla precedentedatada:> ?:a@1I ?J H"LN O P =�Q

O 9 ?: < O H"RN T P =�U
T > ?: < T HcbcL dN e P = V

e W e 9�: < e
> : < e (3)

con f g =min(r,s), nella qualeeventuali effetti di leverage sonospiegati
dalle interazioni fra rendimentie volatilità passate.In particolare,per

V
e W eahji , unaquantit̀apositivavieneaddizionataa

> ?: se 9 : < e6hji mentre
la stessaquantit̀a vienesottrattase 9�: < elk i . Inoltre, la quotadell’incre-
mentodi

> ?: dovutaall’aver osservatoun valorenegativo di 9�: < e dipen-
der̀a nonsolodal valoreassolutodi quest’ultimo,maanchedal valoredi
> : < e . In altreparole,l’effettosu

> ?: di unoshocknegativoal tempo m nporq�s
sar̀a tantopiù elevatoquantomaggioreè la variabilità dei rendimentiin
quell’istante,misuratain terminidi

> : < e .
Ricordandoche m 9�: t ; : <�= s uGvwm i ^ > ?: s , la funzionedi log-verosimiglianza

del modellopuò esserescrittacome

x m 9�y I ?J ^ D s @ o{z b�| }�~ b � o��b
�N : P = | }�~

> ?
: o��b

�N : P = 9
?:> ?: (4)

laqualepuòesseremassimizzatarispettoaiparametriincogniti in � I ?J ^ D��
utilizzandol’algoritmo EM. In particolare,la procedurautilizzataper la
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massimizzazionenumericadella (4) si basasull’adattamentodi un algo-
ritmo per la stimadi massimaverosimiglianzadei parametridi un mo-
dello state-spacelineare e Gaussianopropostoda Shumway e Stoffer
(1982)esuccessivamentemodificatodaWu etal. (1996).Unavalutazio-
neasintoticadegli errori standardassociatialle stimepuò essereottenuta
calcolandoanaliticamentela matricedi informazioneosservatain corri-
spondenzadel puntodi massimodellafunzionedi verosimiglianza.Tale
matricepuò esserericavatautilizzandole equazioniricorsive riportatein
Harvey (1990).

Una generalizzazioneimmediatadella (1), checonsentedi modelliz-
zaresimultaneamentesia la mediache la varianzacondizionata,̀e data
dalseguentemodellodi regressionenelqualegli errorisonostatigenerati
daunprocessodi tipo CPV-C:� ���K�4� ���'���� �]� CPV-C � � � � � (5)

dove,per � ��� � � � ��� � , �4� è un vettoredi regressorie � è un vettoredi
parametriincognitidastimare.Il terminedi regressione�4� � inclusonel-
l’equazione(5) può coincidereconunastrutturadi tipo ARMA o anche
includerevariabili esplicative esogene.Rendendoil vettoredei coeffi-
cienti � � tempovariabile,inoltre, è possibilegeneralizzareulteriormente
la (5) fino a ricomprenderenel suocampodi applicazionealcuni parti-
colarimodelli nonlineariperseriestoriche,comerecentementemostrato
in Amendolae Storti (2000)i quali consideranoun modellodi tipo TAR
(ThresholdAutoRegressive) (Tong,1990)conerrori CPV-C.

3. Un’applicazioneadalcuneseriedi rendimentiazionari

Al finedi mostrarele potenzialit̀aapplicativedell’approccioproposto,
vengonoqui presentatii risultati di un’applicazionealle seriedei valori
giornalieriallachiusuradelmercatodi alcuninoti indici sinteticidell’an-
damentodel mercatoazionario.In particolaregli indici consideratisono
S&P 500,MIB30, DAX30, CAC40,IBEX35I e lo SWISSMarket-Price
Index rilevati dal 2.01.1998al 3.10.2000perun totaledi 719osservazio-
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ni per ognunadelle serieconsiderate.La seriedei rendimentirelativa a
ciascunodegli indici sopramenzionatìe stataottenutacalcolandola dif-
ferenzaprima della trasformatalogaritmicadei dati originari. I risultati
del testARCH-LM di Engle,i quali vengonoperbrevità omessi,sugge-
risconola presenzadi eteroschedasticità condizionatain ciascunadelle
serieconsiderateperl’analisi.

Il passosuccessivo èconsistitonellastimadi unmodelloGARCH(1,1)
perla varianzacondizionata:����a�j���� '��¡ ¢ �� £ ¡  '¤ ¡ ���� £ ¡ (6)

(Bollerslev, 1986)con �p¥G¦¨§ , i=0,1, e ¤ ¡ ¦¨§ . Le stimeottenuteed i
relativi standarderrorsestatistichet sonostatiriportati in Tabella1.

Al finedi verificarel’adeguatezzadelsemplicemodelloGARCH(1,1)
e, in particolare,di investigarela presenzadi effetti di leverage nellava-
rianzacondizionata,per ogni seriesonostati calcolati i residuistandar-
dizzati © � ottenutidividendoi datioriginariperle corrispondentistandard
deviationscondizionate:© � � ¢ �� �«ª �¬p® ¯ ¯ ¯ ® °a¯
Si è quindi procedutoa stimarele cross-correlazioniincrociatefra © �� e© � £�± , perk=1,2,...,15(Figura1). I valori teorici di tali cross-correlazioni
dovrebberorisultarenulli in assenzadi effetti di leveragee,viceversa,ne-
gativi in presenzadi effetti di questotipo. Comerisaltadaigraficiriportati
in Figura1, in tutti i casiil coefficientedi cross-correlazionestimatoa lag
1 assumevalori negativi e significativamentediversida0. Nel casodel-
lo S&P 500, inoltre, ancheil valorea lag 2 del coefficientesi presenta
marcatamentenegativo e significativamentediversoda0. Tali considera-
zioni contribuisconoa motivareil ricorsoad un modelloper la varianza
condizionatachesia in gradodi catturaregli effetti di leverage cheuna
semplicestrutturadi tipo GARCH nonriescea catturare.

Perciascunaseriesi è quindi procedutoa stimareil modello(3) con
ordini ² �4³6�¬ . Le stimeottenutesonostateriportatein Tabella1. I va-
lori dellastatisticat mostranocometuttele stimesianosignificativamente
diversedazero.In particolare,le stimeottenuteperil parametró ¡ µ ¡ con-
fermanola presenzadi effetti asimmetricinellavarianzacondizionatadi
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Tabella1. GARCH(1,1):stimedi massimaverosimiglianza,statistichet
e relativi standard errorsasintoticiper S&P500,MIB30,DAX30,

CAC40,SWISS,IBEX.
Serie parametro stima t-stat. s.e.¶p· 5.26 ¸'¹ º�»�¼ 2.413 2.18 ¸'¹ ºp»�¼
S&P500 ¶�½ 0.078 4.571 0.017¾ ½ 0.889 32.185 0.028¶p· 5.57 ¸'¹ º�»�¼ 2.168 2.57 ¸'¹ ºp»�¼
MIB30 ¶ ½ 0.115 4.864 0.024¾ ½ 0.865 36.681 0.024¶ · 4.79 ¸'¹ º�»�¼ 2.156 2.22 ¸'¹ ºp»�¼
DAX30 ¶ ½ 0.065 4.185 0.016¾ ½ 0.914 43.979 0.021¶ · 3.80 ¸'¹ º�»�¼ 2.133 1.78 ¸'¹ ºp»�¼
CAC40 ¶�½ 0.048 4.238 0.011¾ ½ 0.933 62.382 0.015¶p· 3.29 ¸'¹ º�»�¼ 2.942 1.12̧'¹ ºp»�¼
SWISS ¶�½ 0.079 4.187 0.019¾ ½ 0.899 40.437 0.022¶p· 7.68 ¸'¹ º�»�¼ 2.459 3.12 ¸'¹ ºp»�¼
IBEX35I ¶�½ 0.085 5.285 0.016¾ ½ 0.880 35.089 0.025
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Figura 1.Cross-correlazionistimatefra ¿�ÀÁ e ¿ Á Â�Ã per S&P 500,MIB30,
DAX30,CAC40,SWISS,IBEX per k=1,Ä Ä Ä ,15.
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Tabella2. CPV-C(1,1): stimedi massimaverosimiglianza,statistichet e
relativi standard errorsasintoticiper S&P500,MIB30,DAX30,CAC40,

SWISS,IBEX.
Serie parametro stima t-stat. s.e.Å,ÆÇ 1.85 ÈaÉ Ê�Ë�Ì 3.718 4.99 ÈaÉ Ê�Ë�Í
S&P500 Î�Ï 0.065 2.571 0.025Ð Ï Ñ Ï -0.125 -5.519 0.023Ò Ï 0.815 16.509 0.049Å ÆÇ 4.16 ÈaÉ Ê Ë�Ì 3.327 1.25 ÈaÉ Ê Ë�Ì
MIB30 Î Ï 0.098 3.022 0.032Ð Ï Ñ Ï -0.094 -4.076 0.023Ò Ï 0.739 10.429 0.071Å ÆÇ 4.76 ÈaÉ Ê Ë�Ì 3.777 1.26 ÈaÉ Ê Ë�Ì
DAX30 Î�Ï 0.080 2.694 0.030Ð Ï Ñ Ï -0.121 -4.983 0.024Ò Ï 0.724 10.565 0.069Å ÆÇ 3.63 ÈaÉ Ê Ë�Ì 2.670 1.36 ÈaÉ Ê Ë�Ì
CAC40 Î Ï 0.074 2.356 0.031Ð Ï Ñ Ï -0.074 -3.277 0.022Ò Ï 0.742 8.382 0.089Å ÆÇ 2.96 ÈaÉ Ê Ë�Ì 3.323 8.91 ÈaÉ Ê Ë�Í
SWISS Î Ï 0.139 3.205 0.043Ð Ï Ñ Ï -0.086 -3.492 0.025Ò Ï 0.667 7.506 0.089Å ÆÇ 4.91 ÈaÉ Ê Ë�Ì 3.966 1.24 ÈaÉ Ê Ë�Ì
IBEX35I Î�Ï 0.121 3.286 0.037Ð Ï Ñ Ï -0.129 -4.726 0.027Ò Ï 0.668 9.016 0.074
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tutte le serieanalizzate.In tutti i casi,infatti, si registranovalori stimati
del parametrostatisticamentesignificativi e negativi. I valori più bassi
vengonoregistratiperS&P500,DAX30 e IBEX anchesel’effetto di le-
verageapparesostanzialein tuttele serie.

Quantodettopuò essereevidenziatosul pianograficorappresentando
le newsimpactcurvesrelative ai modelli stimati. Le curve rappresentate
in Figura2 sonostategeneratedallaseguenteequazione:ÓÔ�ÕÖa× ÓØ ÕÙÛÚ ÓÜ�Ý Þ ÕÖ ß Ý Ú Óà Ý á Ô�ÕÖ ß Ý Úcâ Óã�Ý ä Ý Þ Ö ß Ý á Ô Ö ß Ý
dove å ÓØ ÕÙ æ ÓÜ�Ý æ Óà Ý æ Óã�Ý ä Ý ç sonole stimeottenuteper i parametridel modello
e á Ô ÕÖ ß Ý × árè épê ëpì�í Ô ÕÖ î è la medianadella seriedelle varianzecondi-
zionategeneratasulla basedel particolaremodello CPV-C(1,1) che ne
risulta.La curvavienequindicalcolataperdiversivalori di Þ Ö in un inter-
vallo centratointornoallo zerochein questocasosi èpostoparia [-0.05,
0.05]. In casodi modelli caratterizzatidalla presenzadi effetti di leve-
rage le curve tendonoadassumereun andamentoasimmetricodovuto al
fatto chei valori della varianzacondizionataottenuti in corrispondenza
di rendimentinegativi sonomaggioridi quelli ottenutiin corrispondenza
di rendimentipositivi di pari magnitudine.In casodi assenzadi effetti
di questotipo (comenel casodi un modelloGARCH), invece,la curva
assumeun andamentosimmetricorispettoallo zero.È immediatonotare
comepertuttele seriequi presein considerazionele newsimpactcurves
stimatemostrinouncaratteristicoandamentoasimmetrico.

4. Conclusioni

Nel presentelavoro si è mostratocomeunaparticolareclassedi mo-
delli autoregressivi concoefficienti stocasticipossaessereimpiegataper
la stimadi effetti asimmetricinellavarianzacondizionatadi seriestoriche
finanziarie.

Va sottolineatochei risultati qui presentatihannocarattereprelimina-
re. Frai possibilisviluppi dellericercheattualmentein corsosi prender̀a
senz’altroin considerazionela definizioneformaledi un testperla verifi-
cadell’ipotesidi asimmetria.Particolarerilievo assumeinoltre lo studio

79



−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
x 10

−4 SP500

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6
x 10

−4 MIB30

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6
x 10

−4 DAX30

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
x 10

−4 CAC40

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6
x 10

−4 SWISS

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
1

2

3

4

5

6

7
x 10

−4 IBEX

Figura 2. News Impact Curvesstimateper S&P 500, MIB30, DAX30,
CAC40,SWISS,IBEX.
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dellepropriet̀a statistichedel modellopropostoconriferimentoalla indi-
viduazionedi regioni dellospazioparametricoin cui datepropriet̀a,come
adesempiola stazionariet̀a,sianorispettate.
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Bollerslev, T. (1986)GeneralizedAutoregressiveConditionalHetero-
skedasticity, Journalof Econometrics, 31,307-327.

Harvey A. C. (1990)Forecasting, Structural TimeSeriesModelsand
theKalmanFilter, CambridgeUniversityPress.

Nelson,D. (1991)ConditionalHeteroskedasticityin AssetReturns:a
New Approach,Econometrica, 59,347-370.

Rabemananjara,R., Zakoian,J. M. (1993)ThresholdARCH Models
andAsymmetriesin Volatility, Journal of AppliedEconometrics, 8, 31-
49.

Shumway R. H., Stoffer D. S. (1982) An Approachto Time Series
SmoothingandForecastingUsing the EM Algorithm, Journal of Time
SeriesAnalysis, 3, 253-264.

Storti,G.(1999)A StateSpaceFramework for ForecastingNon-Stationary
EconomicTimeSeries,Quadernidi Statistica, 1, 121-142.

Tong H. (1990)Non-LinearTime Series: A DynamicalSystemsAp-
proach, Oxford UniversityPress.

81



Tsay, R. (1987)ConditionalHeteroscedasticTimeSeriesModels,Jour-
nal of theAmericanStatisticalAssociation, 82,590-604.

Wu L. S.,Pai J.S.,HoskingJ.R. M. (1996)An Algorithm for Estima-
ting Parametersof StateSpaceModels,StatisticsandProbabilityLetters,
28,99-106.

82


