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1. Introduzione

In divers campi di applicazione (biomedico, ingegneristico,
economico-sociale, demografico, ecc.) I'interesse principale della
ricerca é riposto sul tempo necessario affinché I’ evento di interesse s
realizzi. Negli studi economico-sociali é cruciae, ad esempio, avere
informazioni sul tempo necessario affinché un disoccupato trovi
lavoro; in ambito ingegneristico, a fine di valutare I’ affidabilita di un
prodotto, € necessario sapere il tempo di funzionamento del prodotto
stesso.

Gli studi statistici che affrontano tali problemi vengo classificati a
seconda del campo di applicazione, infatti s parladi survival analysis
lifetime data, failure time data, reliability analysis, ecc. . In gquesto
lavoro i modelli utilizzati nei divers contesti suddetti verranno
denominati modelli di durata.



Si ipotizzera che la variabile casuae (v.c) T, interprete del tempo
necessario affinché I’evento di interesse s redlizzi, sia continua e
positiva; consideriamo, inoltre, la v.c. in assenza di fattori sistematici
che possano influenzare la distribuzione di T (popolazioni omogenee).

Nell’ambito dei dati di durata un ruolo cruciale e svolto dala
cosiddetta hazard function (o failure rate) la quale, utilizzando la
terminologia diffusa nella survival analysis, fornisce indicazioni sul
tasso istantaneo di morte a tempo t, dato che I'individuo €
sopravvissuto fino a t. Oltre all’interesse sull’ interpretazione analitica
che tale funzione fornisce, s evidenzia il ruolo che svolge nella scelta
della funzione di densita della v.c. T. Infatti, informazioni empiriche
e/o valutazioni qualitative sul fenomeno in esame pOSSONO essere
utilizzate per specificare la hazard function e, successivamente, per
mezzo dell’equivalenza matematica con la funzione di densita
possiamo individuare lafamiglia di distribuzione.

Al fine di utilizzare il modello di Dagum, usualmente impiegato
per I’analisi della distribuzione del reddito, per interpretare e spiegare
| dati di durata, in questo lavoro preliminarmente s studia il
comportamento della hazard function a variare di t e del parametri
che specificano tale modello.

Nel paragrafo 2 vengono riportati i concetti di base dei modelli di
durataeil teoremadi Glaser. Nel terzo paragrafo dopo aver introdotto
brevemente il modello di Dagum si propone un teorema che sintetizza
il comportamento della hazard function del modello in esame.

2.1 modelli di durataed il Teoremadi Glaser

Sa T una v.c. continua e postiva, con determinazioni
nell’intervallo [0,¥), interprete del tempo necessario affinché
I’evento di interesse si realizzi (da qui in poi durata), con funzione di
densita (.d.) f(t;q), con qi QI A", e funzione di ripartizione .r.)
F(t;q). Indichiamo, inoltre, con S(t;q) la funzione di sopravvivenza
(f.s). Lahazard function definita dalla seguente



P{tET<t+D/T3t} _f(tq
Dt S(ta)

indica il tasso istantaneo che I'evento s verifichi ndl’intervallo
[t,t+ Dt) dato che lo stesso non s € verificato fino a t. Si evidenzia

che nél caso continuo la (2.1) non e una densita, infatti s dimostra
[Kalbfleisch e Prentice (1980), pag.7; Lawless (1982), pag.9] che
¥

h(t;q) = lim (2.1)

h(t;q)3 0 e (h(t;gdt =¥ . La relazione matematica esistente tra la
0

f.d. ela h.f. e la seguente

NN y

f(t&)=h(t:d) epi- @(u;é)dug 2.2)

I o
[Lawless (1982), pag.9]. Da quest'ultima s evince che possiamo
risdire ala f.d. una volta specificata la hazard function. Cosi, ad
esempio, se per un determinato fenomeno € noto, da informazioni
empiriche e/o valutazioni qualitative, che h(t;q) ha un andamento
sempre crescente (decrescente) allora o s specifica una h.f. sempre
crescente (decrescente) e, successivamente, tramite la (2.2) g
individua la f.d. dellav.c. T, oppure si sceglie un modello parametrico
che presenta una h.f. sempre crescente (decrescente).

In letteratura usualmente s indicano con IFR, DFR, BT e UBT,
rispettivamente, hazard function strettamente crescenti (increasing
failure rate), strettamente decrescenti (decreasing failure rate), con un
minimo (Bathtub) e con um massimo (upside-down bathtub).

Dato un modello parametrico, la valutazione dell’andamento della
hazard function a variare di t e di é dipende, ovviamente, dala
complessita della funzione h(t;q). Di seguito riportiamo la cosiddetta
proceduradi Glaser (1980), basata sul reciproco di h(t;q), la quale
rappresenta un’ alternativa alla valutazione diretta di detta funzione.

Assumendo che la f.d. sia strettamente positiva e due volte
differenziabilein (0,¥), posto
- f'te)

gte)=[hte)]" e mu@=f“£)



dove I’ apice indica la derivata parziae rispetto at, si dimostra [Glaser,

1980], il seguente

Lemma21. g(60)= O - {h(:a) - hiy;ald.

Inoltre, sulla base di quest’ ultimo si ha:
Teorema 2.1. (Glaser, 1980).
a) seh'(t;e)>0 " t>0,allorah(t;q) elFR,
b) se h'(t;€) <0 " t>0, allorah(t;q) €éDFR;
C) supposto che $ to>0taleche
h'(t;e)<0 " tl (0,t,), h'(t,;€)=0, h'(t;e)>0 " t >t,
i) s2$ yo>0taleche g'(y,;&) =0, alorah(t;q) eBT;
i) s $ yo>0taleche g'(y,;&) =0, alorah(t;q) eIFR;
d) supposto che $ to>0taleche
h'(t;&)>0 " tT (O,t,), h'(t,;€) =0, h'(t;&) <0 " t >t
i) se$ yo>0taleche g'(y,;e) =0, allorah(t;q) e UBT;
ii) se $ yo>0taleche g'(y,;e) =0, allorah(t;q) éDFR

2.3)

(2.4)

E’ evidente che I’ utilita del Teorema 2.1. deriva dalla trattabilita di
h'(t;€); inoltre, per i punti ¢) e d) in cui € necessario vautare
I’ esistenza di un w>0 tale che g(yo;q)=0, Glaser (1980) suggerisce di
studiare il comportamento di g(t;q) oppure di g(t;e)” h(t;e) in
prossimita dello zero. Le conclusioni del suo ragionamento sono

sintetizzate nel seguente
Lemma 2.2.
Supposto che la (2.3) oppure la (2.4) siano soddisfatte.
a) Posto che e, = Iti(grg) f(t;é) esiste
i) see =¥ e(2.3) evera, allorah(t;q) éBT;
ii) see, =0 e(2.3) évera, allorah(t;q) eIFR;
iii)se e, =0 e(2.4) évera, allora h(t;q) e UBT;
iV)se e, =¥ e(2.4) evera, allorah(t;q) eDFR
b) Posto che e, = Iti(rR)rz) g(t;e)” h(t;e) esiste



i) see,>1e(2.3)evera allorah(t;q) eBT;

i) see, <l e(23)éverg allorah(t;q) elFR;

iii)se e, <1 e(2.4) evera, allora h(t;q) e UBT;

iv)se e, >1 e(2.4) évera, allora h(t;q) € DFR.

La procedura di Glaser (1980) verra utilizzata per studiare

I’andamento della hazard function relativa al modello di Dagum al
variareditin (0,¥).

3. L’andamento della hazard function nel modello di Dagum

Supponiamo che la f.d. della v.c. T continua e positiva appartenga
allafamiglia di distribuzioni di Dagum (1977, 1980) a tre parametri,
con generico elemento dato da:

F(t;&) =bl dt *21+1 1) (3.1)
conq’'=(b,l ,d) eb>0, | >0 ed>0, e funzione di sopravvivenza
Ste)=1- i+1t°)". 32)

Si ricorda che la (3.1) € asimmetrica positiva, € unimodale per
bd>1 ed &€ zero-modae per bd£1. Da qui in poi tae v.c. verra
indicata con Da(b,l ,d). Lahazard function della v.c. in esame &
bl dt ¢ (1+1t )"

1- (L+1t9®

Si puo verificare che le prime due derivate rispetto a t presentano
una forma particolarmente complessa quindi, a fine di valutare il
comportamento della (3.3), utilizziamo la procedura di Glaser (1980)
esposta nel paragrafo precedente.

Nel contesto in esame il reciproco della hazard function &

1- @+t 9)®
bl dt-**(1+1t )"’

Inoltre, la funzione h(t;é), dopo qualche semplice passaggio
analitico, risulta essere

h(t;&) = (33)

g(t,e)=



d+1)t’ - | (bd- 1)
t(t* +1) '
Infine, la derivata prima rispetto a t della (3.4), dopo opportune
semplificazioni, é data da:
- (d+Dt* + 1 (d+[d(b+D) - 2]t* +1?(bd- 1)

h(t:&) =<

(3.4)

h'(t;€e) (e 1) (3.5
Per il prosieguo risultera utile il seguente
Lemma 3.1.
Dato che il parametro d & maggiore di zero, la quantita
4(bd- 1)

C(d+D[d(b +1) - 2
1) maggioredi zero " (b,d) sebd>1;
i) ugualeazero " (b,d) sebd=1;
iii) compresa nell’intervallo [-1,0)

a) " bl (b,,b) e" di (0,3);

oppure
b) " bl (0,b) e" d>3;
doveb=1 e b, -39 onao,
d d+1

Dimostrazione

| punti i) ed ii) sono immediati.
Al fine di dimostrare il punto iii) si osservi, innanzitutto, che r<0 se e
solo se bd<l1. Inaltre,

r3-1U (d+D[db+1)- 2]*3 4- 4bd.
Ovvero, per d fissato, dopo qualche semplice calcolo si pud scrivere
cher3 -1seesolose
d?(d+Db? +2d*(d- Db+ (d+1)(d- 2)*>- 43 0. (3.6)
La parabola in b, espressa nella (3.6), presenta un discriminante

strettamente positivo (D=16d*) e, quindi, ammette le seguenti due
radici



3-d
d+1’
Evidentemente, b,>0 per d<3; inoltre, € immediato verificare che
b, <b, per ogni d>0.
Ricordando che siamo interessati solo a valori positivi di b, e che
detta parabol aAha concavita verso I’ ato, possiamo concludere cpe:
a) r3 -1sedl (0,3] eb>b,. D'dtraparte, lascetadi b, " dI (0,3,
deve essere tale da soddisfare il vincolo bd<1, di conseguenza b

bl:-l e b2:

. . =1
dovraessere minoredi b = E )

b) r3 -1sed>3 eb>0. Ragionamenti analoghi a punto precedente,
ci inducono adireche, " d>3, b deve appartenere al’intervallo
(0,B).

Il comportamento della hazard function di una v.c. Dalb,l ,d), a
variare di t edi q, e sintetizzato dal seguente

Teorema 3.1.

Posto b*z%- 1e B:%, la hazard function di una Da(b,l ,d) &
UBT s&
i) bd>leb?t b*;
i) bd=1, b>b* e d>1.
E DFRse
iii) b=b* edk2;
iv)bd=1, b<b* edk1;
v)dklebl (b,,b).
Infine, presenta un minimo ed un MassiMo se;
vi) di (13) e bl (b,,b);
vii) d3 3 ebl (0,b).

Dimostrazione A
Dala(3.5) h'(tqQ=0U

- ([d+)t*! +1 (d+D[db +1) - 2]t* +1%(bd- 1) =0.



Posto a=(d+1), b=l(d+D[db+1)-2], c=I%(bd-1) e
y=t?, s ha

h'(t@=0U - ay?+by+c=0 (3.7
Il discriminante di quest’ ultima &:
D*=12(d+1)[d(b+1)- 2]*{1+1} (3.8)

dover elaquantita definitanel Lemma 3.1.
Ddla(3.8), D3 0 U r3 -1. Ovvero se le condizioni de Lemma
3.1 sono soddisfatte esistono e seguenti due radici della(3.7)

I
wzamm+n-ahﬂﬁ+& (3.9)
yZ:%m@+n-ah+JLw} (3.10)
Al fine di valutare il segno delleradici s osservi, ad esempio, che

90 idb+1)-2>0 0 id(b+1)-2<0
> i oppure i

" %1- J1+r30 i %1- V1+r £0

o dps21-ps  ib<b*
coe Ui d oppure U | >0
fri [-10) H

Ragionamenti analoghi valgono per le dtre situazioni le qudli
possono essere sintetizzate nella seguente Tabella

ri[-20)| r=0 r>0
b>b* |y, >0 y,=0 |y, <0
.20 1y,>0 |y,>0
b=b*|y,=0 |y,=0 |y,=0
=0 |y,=0 |Yy,=0
b<b* |y, <0 y,=0 |y, >0
<0 ]y,<0 ]y,<0




Per cio che segue € importante ricordare che la (3.7) € una parabola
rivolta verso il basso e, quindi, nel caso di due radici distinte detta
parabola & maggiore di zero " yI (y,y,). Inoltre, & semplice
verificare che: se d£1 alora b*3 b, mentrese d>1 allora b* <b,.

I) Sebd>1 aloraperil Lemma3.1 () r>0; inoltre, per b>b* esistono
yi<0 e p>0 tde " yI (y,,y,) la (3.7) & maggiore di zero. Di
conseguenza, $ un t, :(yz)%>0 che soddisfa la (2.4) del
Teorema 2.1 (d). Infine, poiché per ipotes bd>1l, s ha
elzltigtl)f(t;q)zo, di conseguenza per il Lemma 2.2 (a)- iii),
h(t;q) € UBT. Ragionamenti analoghi valgono nel caso in cui b<b*.
Si osservi che in quest’ultimo caso d deve essere minore di 2
affinché b* siamaggiore di zero.

i) Sebd=1 aloraper il Lemma 3.1 (i) r=0; inoltre per b>b* esstono
y1=0 e y>0 tai che " y1 (0,y,), la (3.7) & maggiore di zero.
Quindi, esisteun t, :(yz)%1 che soddisfa la (2.4) del Teorema 2.1
(d). Osservato che per d>1,

. N pgeay e 1-@FIED)T (1+d

e, =lm g(t;¢)" h(t;¢) =lm | t.d.l((“ | t.d)).b.l (t(+| tl.)d) =
s pud concludere che per il Lemma 2.2 (b)-(iii), h(t;q) e UBT;

iii) se b=b* esistono due radici coincidenti y1=y»,=0 e, quindi, la (3.7)
e sempre negativa. Per il Teorema 2.1 (b), h(t;q) € DFR. Si osservi
cheper d® 2, b* é negativo, di conseguenza d deve essere minore
di 2 affinché b sia positivo;

iv) Per il Lemma3.1. (ii) r=0U bd=1, inoltre per b<b* $no y;=0 e
y2<0 tai che " y1 (y,,0), la (3.7) & maggiore di zero, poiché
siamo interessati solo alle radici positive, possiamo concludere che

t>1, =(y1)7§ =0, h'(t;€) <0 e, quindi, per il Teorema 2.1 ©),

h(t;,q) € DFR. Si evidenzia che se d3 1, b non pud soddisfare
contemporaneamente il doppio vincolo b<b* ebd=1,



v) Sed<le bl (b,,b), per il Lemma 3.1 iii)-a), r1 [-10); inoltre,
per d<1, b*>b e quindi, ognibl (b,,b) soddisfa il vincolo
b<b*. Quest’ultimo, dato che r1 [- 1,0), assicura che le due radici
della (3.7) sono negative di conseguenza " t>0, h'(t;e) <0 e, per
il Teorema 2.1 (b), h(t;q) éDER.

vi) Per il Lemma 3.1 iii)-a) rl [-1,0), inoltre, per b>b* la (3.7)
presenta due radici distinte e positive tai che " yI (y,,y,) €
maggiore di zero. Cio significa che esistono t, :(yl)% e
t, :(yz,)'é tali che h'(t;e) <0 " t<ty, h'(t;;€) =0, h'(t;¢)>0 "
tT (t,,t,), h'(t,;8) =0 e h'(t;&) <0 " t>t,. Infine, poiché nelle
condizioni in esame

Itl(r@rg) gt;e)=¥ e !l& g(t;e)=0
possiamo concludere affermando che h(t;q) presentaun minimo ed
un massimo. Ragionamenti analoghi valgono per il punto vii).

Le figure che seguono sintetizzano alcuni casi particolari del
teorema proposto. In particolare la Figura 1 descrive alcune situazioni
tali per cui la hazard function relativa a modello di Dagum presenta
un andamento UBT, I’andamento IFR e descritto nella Figura 2 ed,
infine, la Figura 3 rappresenta alcuni casi di hazard con un minimo ed
un massimo (BT-UBT).

4. Conclusioni

Il teorema proposto nel presente lavoro evidenzia che il modello di
Dagum a tre parametri puo essere utilizzato per quei fenomeni che
presentano una hazard function o monotono decrescente 0 con un
massimo oppure con la contemporanea presenza di un minimo ed un
massimo. Quest’ ultima situazione sembra essere un caso peculiare del
modello esaminato.
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Figura 1. Hazard function con andamento UBT.

Figura 2. Hazard function decrescente.
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Figura 3. Hazard function con andamento UBT-BT.
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