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1. Introduzione

Nella valutazione della forma di una distribuzione un ruolo
importante riveste la smmetria o asimmetria della stessa. Divers
autori hanno recentemente evidenziato [I'inaffidabilita di acuni
indicatori classici del verso dell’asmmetria in quanto non
soddisferebbero alcune delle proprieta, tra le quali ricordiamo
I’ordinamento parziale, ritenute essenziali affinché un indice possa
essere utilizzato per la valutazione del verso dell’asmmetria di una
distribuzione. Gli stessi autori sono concordi nel  suggerire
I utilizzazione delle asimmetrie puntuali relative per la costruzione
degli indici suddetti. Per maggiori dettagli s rinvia ala monografia di
Brentari (1990).
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In questa nota s propone una estensione di un teorema che collega
I’ ordinamento parziale convesso di van Zwet (1964) e le assmmetrie
puntuai relative. In particolare, tale teorema, riportato in Brentari
(1990), stahilisce che se tra due funzioni di ripartizione € soddisfatto
I”ordinamento convesso allora le corrispondenti asimmetrie puntuali
relative sono ordinate. Nel presente lavoro, sfruttando un noto teorema
sulle funzioni convesse in un intervalo, s dimostra che se le
asmmetrie puntuali relative di due variabili casuali sono ordinate
allora tra dette variabili sussiste una relazione monotona.

Nel secondo paragrafo s introducono la simbologia, le definizioni
essenziali e acuni risultati preliminari; nel terzo si propone il teorema
suddetto; infine, nel quarto paragrafo, s riportano alcuni esempi di
applicazioni del teorema e si introduce la distribuzione Log-Dagum a
tre parametri.

2. Definizioni erisultati preliminari

Prima di introdurre la simbologia, riportiamo la definizione di
funzione convessa in un intervallo ed un teorema su dette funzioni che
utilizzeremo nel paragrafo successivo.

Definizione 1

Una funzione g(x) & convessa in unintervallol se * x,yi | e"

tT [0]] S ha:

gltx + (1- )y] £ tg(x) + (1- )g(y) -

Teoremal
Una funzione g(x), definita in un intervallo I, € convessa se e solo
" X Y,zl | conx<y<z s ha:
9(y) - 9(x) 0 9(2) - 9(x) » 9(2) - 9(¥)
y- X Z- X z-y

se

Per la dimostrazione del Teorema 1 si veda, ad esempio, Cecconi e
Stampacchia (1974), pag. 247-248.
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Si indichino, ora, con X ed Y due variabili casuali (v.c.) continue
con funzioni di ripartizione (f.r.), rispettivamente, F, (x) e G, (y).

Fra gli ordinamenti parziai tra f.r. presenti in letteratura, s ricorda
guello dovuto a van Zwet (1964), cosi definito
Definizione 2

Lafr. G, (y) éameno asimmetrica positiva quanto la f.r. F, (x)
e GY{F, (0} =R(x) éconvessasu | ={x:0<F (x) <1} .

Se ci0 accade s dice che “F c-precede G’ e s scrive
R () <. Gy )

Come per gli studi sulla concentrazione, anche nello studio
dell’asimmetria di una distribuzione e possibile far riferimento a delle
misure puntuali, dette per I'appunto asimmetrie puntuali relative,
definite nel continuo nel seguente modo
Definizione 3

Sa X una v.c. con fr. F (x) esa X4 = F.'(q) il quantile di
ordine g, con gl (0). Indicato con M il centro di simmetria, le

guantita
2M

X X o -
W(p) — (p) (1- p)
Xa-p) ™ Xy
sono dette asimmetrie puntuali relative.

" pi (03) 2.1

S osservi che nel prosieguo del presente lavoro il centro di
simmetria M coincidera con la mediana della distribuzione.

Brentari (1990, pag. 26-28) dimostra il seguente teorema che fa
discendere I'ordinamento tra le asimmetrie puntuai relative
dall’ ordinamento convesso
Teorema 2

Se R (9) <, G, () allora W, (p)* W, (p) " pT (0,3).

Dalla definizione e da teorema suesposti, derivano le seguenti
osservazioni:
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Osservazione 1
Ogni trasformazione convessa (crescente) della v.c. originaria X
provoca un aumento dell’asmmetria positiva. Infatti, considerando la

v.c. X~F,(x) ed una sua trasformazione Y=h(X)~G, (y), con h(}
funzione convessa (crescente), s ha
Fe () =Pr{X £x} =Pr{h *(Y) £x} =P{Y £ h(x)} =G, [h(x)] b
GHR ()} =GHG,[h)]=h(x) e poiché h(y} & convessa
(crescente) b F(x) <, G(y) b W, (p)3 W, (p) " pl (0,2).

Osservazione 2
Ogni trasformazione concava (crescente) della v.c. originaria X
provoca una riduzione del’asmmetria positiva. Infatti, S

ha: G, (y) = P{Y £y} = Pr{n(X) £ v} = Pr{X £h*(y)} = F | ()]

P F{G, W} =FHRh*wl=h?(y) e poiché questultima &
convessa (crescente) P G, ()<, F, () P W (p)® W, ()
" pl (0.3).

Osservazione 3

Ogni trasformazione convessa (decrescente) della v.c. originaria X
provoca un aumento dell’asmmetria positiva. Infatti, posto che h(»
sa una  funzione  convessa  (decrescente) s ha:
F () = P{X £ x} = Pr{h*(Y) £x} = Pr{Y 3 h(x)} =1- G, [(x)]
b GHF, (0} =G{1- G,[h(x)] s evidenzia che questultima
guantita e il quantile di Y che e una funzione convessa (decrescente)
U | :?x :0<H(x) <1} essendo Y =h(X) =

F(X)<, G,(y) P W, (p)3W,(p) " pl (03).

Osservazione 4
Ogni trasformazione concava (decrescente) della v.c. originaria X
provoca una riduzione dell’asimmetria positiva. Infatti, se h(¥ € una

funzione concava (decrescente) s puo scrivere
G, () =P{Y £y} =Pr{h(X) £ y} = Pr{x 2 h(y)} =1- R |n*(y)
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dacui FH{G, (y)}= F;f{l— F [h'l(y)J} éil quantile di X che € una
funzione convessa (decrescente) su 1, ={y:0< G, (y)<1 essendo
X=h*Y) P Gy (¥) <. F(x) P W, (p)* W, (p)

" pl (0.4).

3. Un teorema sulle trasformazioni monotone e le asimmetrie
puntuali relative

In questo paragrafo, utilizzando il Teorema 1 sulle funzioni
convesse (concave) in un intervallo, s dimostra che le asmmetrie
puntuali relative sono ordinate se e soltanto se tra le due v.c. in esame
vi & una relazione monotona.

Prima di enunciare e dimostrare il teorema in questione e utile
dimostrare il seguente Lemma sulla diseguaglianza tra le asimmetrie
puntuali relative.

Lemma

Siano My e My, rispettivamente, la mediana della v.c. X e quella
ddlla v.c. Y. La seguente disuguaglianza tra le asimmetrie puntuali
relativedi X ed Y

W, (P £W, () " pl (0.4 (3.1)
S puo scrivere come segue

My-¥Yo Yoo - My o 5
£ | (0,1 3.2
M= X)Xy - My Pt (03) &2
Dimostrazione
Dala(3.1) s ha
X - M- AM, - Xt Ve - M, -yl

£ p
Kap) - MM - X Vi)

] My}
) My}+{My_ y(p)}

essendo i denominatori di quest’ ultima positivi, Si ottiene
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(X6 - M- M, - Xl RYes - MM, - vl £
£ fxap - Mg+ M, - il Byan - M- M, -yl

moltiplicando ed effettuando le opportune semplificazioni si perviene

a
2{X(l-p) B Mx}, {My ) y(p)}£ 2{y(l-p) ) My}' {Mx ) X(p)}
dacui s ottiene la (3.2).

Inoltre, posto Y=h(X), la(3.2) puo essere riscritta come segue:

hM, |- hlxg)| _hxegl-hM ] o
V-, £ - pl (0,2). (3.3)

X

P) X

Allaluce di quanto detto finora, s propone il seguente
Teorema 3

Sano X ed Y due v.c. con f.r., rispettivamente, date da F, (x) e
F, (y). La trasformazione Y=h(X) e convessa se e solo se
W, (p) EW, (p) " pT (0.4).

Dimostrazione
Innanzitutto, € immediato verificare che

M, = tX(p) + (1' t)X(l_p) (34)

X

Xen Moo g [od] " p1 (0.2).
X@-p) = X(p)
Posto che sia vera la seguente W, (p)£W, (p) " pl 0,1),
dobbiamo dimostrare che Y=h(X) & una funzione convessa. Dalla
(3.3) s puo scrivere

(M, ) £ Rl |+, ] i, )

@p -~ Vi

con t=
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h(M, )} 1+ ME £ h[x(p)] + Mh[x e p)]

Xap = My Xap = My

)EMh{X(p)]“LMh[Xa p)]

h(M
Xap = Xp) Xap) ™~ Xp)

X

ericordando la(3.4), s ha

aeM - Xp) 0 u

1- 0
h o~ My —*x Uf
Kp * X ~ X @-p) Y
Xan " Xm g (- p) ") @ g
X X
g_to —x h[X( )]+ = ) h[x(l_ )]
X. - X Paox,. - X P
a@p e @p ~ )

cioé h(¥ soddisfa la Definizione 1 di funzione convessa.

Dobbiamo ora verificare che se Y=h(X) € una trasformazione
convessa allora W, (p) £W, (p) " pl (0,4). Questa affermazione &
dimostrata implicitamente dal Teorema 2, ma molto piu
semplicemente pud essere dimostrata in altro modo. Infatti, dato che
per ipotesi h(® e unafunzione convessa, dal Teorema 1l s ha

h(M, )- h[x(p)J c h[X(l_p)J- h[x(p)J c hlx(l»mj‘ h[M,]
M, - X - X X M

@p - Vix

(3.5)

) Xap = Xp

guest’ ultima dimostra che la (3.2) € soddisfatta e, quindi, anche che la
diseguaglianza W, (p) £ W, (p) " pl (0,1) évera

Analogamente a quanto sopra esposto, possiamo dimostrare
I’ equivalente del Teorema 3 nel caso di trasformazioni concave. A tal
fine basta ricordare che se g(® € concava alora —g(¥ € una funzione
convessa. Tenendo conto delle opportune modifiche, € immediato
dimostrare il seguente Corollario che lega le trasformazioni concave e
I’ ordinamento tra le asimmetrie puntuali relative.
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Corollario
Sano X ed Y due v.c. con fr., rispettivamente, date da Fx(x) e
Fy(y). La trasformazione Y=h(X) e concava se e solo se

W, (p) 2 W, (p) " pl (0,1).

4. Alcuni esempi

Di seguito riportiamo alcuni esempi di applicazioni dei teoremi
visti nel paragrafo precedente. In particolare, nel primo esempio s
studia il legame tra la v.c. esponenziae (negativa) e la v.c. di Pareto.
Nel secondo s anadlizza la trasformazione logaritmica della v.c. di
Dagum. In entrambi gli esempi, s fornisce una interpretazione del
parametri in termini di asmmetria.

A) Esponenziale - Pareto.
Sa X una v.c. esponenziale negativa con f.r. F, (x;q):l- e per

- In(1- q)

a
ql (01). E immediato verificare che la curva delle asimmetrie

puntuali relative associata a Fx(X;q) € data da:

>0 e x>0, e quantile di ordine q dato da X, = per

W, (p) = '”[‘l‘p(li' el ot o) (4.1)

p

La trasformazione convessa Y=€° ha la seguente funzione di
ripartizione

R (v)=P{Y £y} =P{X £In(y)} =R [In(y)]=1- y*

cioe la ripartizione di una v.c. di Pareto con y3y,=1e g>0. Il

quantile di ordineq & vy, =(1- @ ¢ con qf (0). Le curve di
asimmetrie puntuali relative sono
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Pt +(1- p)F - 2
pi-(1-p) "

W, (p0) = " pl (0.)eqp0.  (42)

Per il Teorema 3 visto precedentemente, s ha W, (p;q) 2 W, (p) per
ogni " pi (0,2) e g>0. Infatti, si dimostra [Brentari (1990), pag.91,
Appendice A] che

lim Wy (p; ) = W, () (4.3
Inoltre, s ha
lim W, (piq) = im P* ijjm &P,
TpT-@-p)t PP
- 21lim %:
TP (-
1 u

=lim +lim 1 2}I|m iy

1 clim(2pfy=1  (44)
Sain ek tina il

essendo pl (O,iz).

Ddla (4.3) e (4.4) si evince, innanzitutto, che Y & ameno
asmmetrica positiva quanto X per ogni valore di g. Inoltre, tale
parametro puo essere visto come indicatore inverso di asmmetria.
Nella Figura 1 sono riportate, per divers vaori di g, le assmmetrie
puntuali relative di una Pareto. Si evidenzia che la curva piu vicina
all’ asse delle ascisse e relativa ad una v.c. esponenziale negativa come
descritto dalla (4.3).

B) Dagum — LogDagum.

Una v.c. X continua e positiva appartiene a modello di Dagum
(1977, 1980), con parametro di scala pari ad 1 (| =1), se presenta la
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seguente funzione di ripartizione F,(xb,d)={1+x )" con b>0 e
d>0. E immediato verificare che il quantile di ordine q é

S 1

X =§'%-1gd per ql (0,1) e le corrispondenti asimmetrie

puntuali relative, per pl (O,AZ), sono:

7

& u+[—] b0
@(1 p) Iy *P*-1 2;2 1
u

W, (pib,d) = (4.5)

€1-p)*- 107 €7 qu
FORRREIR R

Latrasformazione Y=In(X) hala seguente funzione di ripartizione:

R (vibd) =P{Y £y} =P{x £e'}=F (e":bd)=[r+e?]"

e quantile di ordine g, qT (0,1), dato da y,, =- %mgq-%_ 13 Da

guest’ ultimo otteniamo le asimmetrie puntuali relative:

2In@2? - 19+ In@p ? - 19 n§1- p)*- 0
W, (pib) = i LI

In '%-1Q-In:1- '%-1@
g% [ g( P) 8]

per pl (0,4). Si evidenzia che la (4.6), a differenza della (4.5),
dipende solo dal parametro b. Per il Corollario visto nel precedente
paragrafo, s ha W, (p;b) £ W, (p;b,d) pl (O,%) e " a>0d>0.

Infatti, posto b costante, applicando laregoladi Hospital si ottiene:

lim W, (pib, d) =
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=lim ue

1-p -0 I -t -8 It 1 2210 - 10
-7 - Il )" -1t - 1 Ing u_e

a®¥

ol

4 py%-lf e prt - - gt

-0 - P4y ® - 2 21 - 10
_Igt-p 93) g6 1

d1-p° - 12 e - 2
R
Ipotizzando b costante, inoltre, si ha

=W, (b)

lim W, (p;b,d) =1

d® 0*

) . . . u s 1
Infatti,  evidenziando  che g(l p) 1g<go

g(l- p)'% - 1g< 22% - 15 per pT (0,4), possiamo scrivere

4.7

(4.8)

e

e 9]
g
| & 1 i
-2(Ij|m - —=
® 0 1 ~Td 1 “d
1- b _ l;] _g b _qU
-’ -5 %
= lim ——————+m ——————+
[N B é 5 4 U
e T L
& pT-1H  &1-pT-1f
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Lerelazioni (4.7) e (4.8) evidenziano che la v.c. log-Dagum € al piu
asmmetrica quanto la v.c. di Dagum; inoltre, dalle stesse relazioni s
evince cheil parametro d di unav.c. di Dagum € un indicatore inverso
di asmmetria.

A questo punto risulta interessante studiare tali v.c. a variare del
parametro b. Nel caso dela v.c. di Dagum, dopo qualche
manipolazione algebrica, Si puod scrivere

lim W, (p;b, d) = lim 1 +
b® ¥ b® ¥ %-_ (1_ p) l:l .
é 8_p

@G- p* g o
g P

) 1
+1lim +

b® ¥ 4
a-p* & g
&-wpff P

ol
Q=

ol

1-

al-

ol
/’
al-

-1

-2 20 : -
1 2" - 1b | 1- P L
a-p Il_loy .
t1-1-p°p
. 1 . 1 - 2&'” (zp)g vy 49
én@-pi¥ einE ¢ f €NAuy

& In( g &n@- pg

o=
al-

-
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ottenuta applicando alle forme indeterminate la regola di Hospital.
Mentre, quando b tende a zero, s ha

lim W, (p;b,d) = lim, -+
b® 0 b® 0 N 1 109
1 1-A-pTep Q’f‘y
f 1- pbl g - pﬂb
. 1
+lim — +
b®0 1 1.9
[ e @ p9b§ -1
18P o}
1

- 2lim&- @- pp ¥ |
jmg - P Im

. ep F1-0 p)°

+ T Y
i€ Po 1

;N

|
| |
Cim P 027171 0=1 (4.10)
|
|

1
b

b®0*.. 2 _ 1 .I.
b
ottenuto applicando la regola di Hospital ala forma indeterminata
presente nell’ ultimo limite. La (4.10) evidenzia che per b che tende a
zero il modello di Dagum raggiunge il massmo valore teorico di
asimmetria positiva. Inoltre, per il modello in andlisi, dalle relazioni
(4.9) e (4.10) s puo concludere che il parametro b pud essere visto
come indicatore inverso di asimmetria.

Per quanto riguarda la v.c. log-Dagum si osservi, innanzitutto, che
da F, (y;b,d) lafunzione di densita risulta essere

I

fY(y;b,d):bcb‘dY(l_Fe»dy)-b—l
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dacui e semplice verificare che lamoda (M o ) édatada

Per la determinazione dei momenti s pud far ricorso ala funzione
generatrice dei momenti la quale, data la relazione Y=In(X), coincide
con il momento di ordine t della Dagum, cioe

m, () = Ele"'|= E[x'|=bBfa +11- 1)

d

per d>t, da quest’ ultimail primo cumulante &

K,(Y) = E[Y] =;%m[mv(t)1gm =2[Y(o)- Y (1]

dovecon y () s eindicatalafunzione digamma [si veda, ad esempio,

Gradshteyn Ryzhik (1980), pag. 943]. Ricordando, infine, che la
mediana e data da

1 1 .
M, =- =Inf®" - 19
v dn? %]

e immediato constatare che per b=1 s ha:
M, =E(Y)=M! =0.

Analizziamo, ora, il comportamento delle asimmetrie puntuali
relative Wy (p;b), descritte dalla (4.6), in corrispondenza dei valori
limite del parametro b. Al tendere di tale parametro ad infinito, s ha
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N

0 J
lim W, (p;b) = lim— 1 jmin) ? o - \I',—
b® ¥ b®¥|n_!_ E 11 yb®¥ @ _1§1 p).g ul
fd-p)°-Tp
o1 P (') 411)
pl_In@ 7@ - pp |
Hni- p)}

infatti, applicando per due volte consecutive laregola di Hospital ala
seguente forma indeterminata, S ottiene

Ilm

5. 2
_imNO) _, . [In(2)]

lim (4.12)
? 131 p)b u Db) In PIn(- p)

dove

N(b) = i ot g’z% i 1g|n (2)+27"In (2)%In )
Dp)=1p "§a- » "~ W @) +[pu- Ol FIn@- pYInG)
! SE T 10 & Uln (1-
@ PR - P+l pIinEyine- p.

Il limite descritto dalla (4.12) in connessione con il seguente

1 p " In(p)
b 2
jim—P—"1 P =_In(®)
P*L-pt-1 Y @-pPha-p nA-p
b2

forniscono il risultato (4.11).

159



Al fine di analizzare il comportamento per b tendente a zero, s
riscrivano le asimmetrie puntuali relative, Wy(p;b), nel seguente
modo

22’ - 0+-difpa- p)- InffE- p g- ool

W, (pib) =

Inoltre, tenendo conto che

) 1- =
1 - L 1
. b . b2 . 2b 1
im ————=lim — = lim
b® 0 |n?g 210 e oh g (2 10 beo" In(2) In(2)
g I T2 T
2".18 b'g
2im — 1 28'2 @)
b® 0 e 5 u O
né—P Y 1 In pp
&-1-p°H,_ b ndd po o
In?%-lg |n?%- 1% £p 5
lim 'n[p(l p)] _In[pt- p)]
beo* & 4 E U - po
Iné L P U " P g
8l- (i- P HHnE&- po
b P g
In{&- p" Q- (- pf&
n—a -0
é 1. U i
Iné 1 p ;g+£|n§_pg
g-@-pf P EPo

da questi ultimi tre limiti si puo verificare che
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e Ina&-_pg Ina&_ pg g2 PO

0y o5 "o s

E' importante evidenziare che la (4.13) € una quantita negativa e

sempre maggiore di -1 in quanto 4p(l- p)<1le 1-p >1; inoltre,

(4.13)

poiché [IN(2)] >In(p)In(1- p) * pl (02), la (4.12) risulta essere
positiva.

Da queste ultime osservazioni si puo concludere che il parametro b
puo essere considerato un indicatore diretto di asimmetria per il
modello log-Dagum.

Al fine di evidenziare I'interpretazione del parametro b in termini
di assimmetria, vengono riportate nelle Figure 2 e 3, rispettivamente, le
funzioni di densita e le asimmetrie puntuali relative di una v.c. log-
Dagum per divers valori del parametro in esame. In particolare, s
osservi che per b=0.5 s ha una densita chiaramente asimmetrica
negativa con asmmetrie puntuali relative tutte minori di zero, per
b=15 le Wy (p;b) sono tutte positive e, quindi, S € in presenza di una
densitd asmmetrica positiva e, infine, per b=1 tutte le asmmetrie
puntuali sono nulle di conseguenza la densita € simmetrica.

5. Conclusioni

In questa breve nota s e andlizzata la relazione esistente tra
I’ordinamento convesso e le asimmetrie puntuali relative. Si €
dimostrato, in particolare, che se le curve delle assimmetrie puntuali
relative a due variabili casuali sono ordinate allora tra dette variabili
esiste una relazione monotona. Tramite un esempio, infine, s e
introdotta ed analizzata la trasformazione logaritmica della v.c. di
Dagum, denominata per |’ appunto, v.c. Log-Dagum.
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Figura 1. Pareto: A.P.R. al variare del parametro g
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Figura 3. Log-Dagum: A.P.R. al variaredi b.
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