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Summary: In this paperwe investigatethelargesamplebehaviour of IndirectInference

estimatorfor ARFIMA
� � � ��� � �

models,by a setof Monte Carlo expriments. Special

attentionis given to comparingthe performanceof the indirect estimatorachievedap-

plying anoveridentifiedauxiliarymodelwith theoneachievedapplyingajust-identified

auxilarymodel. Moreoveran indirectestimatorof theARFIMA varianceis presented.

TheapproximateWhittle MaximumLikelihoodis usedasbenchmarkestimator.
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1. Introduzione

I modelli ARMA adintegrazionefrazionaria(ARFIMA), propostida
Grangere Joyeux (1980) e Hosking (1981), hannoriscossoun grande
interessenegli ultimi anni; Baillie (1996)cita ben138 lavori riguardanti
i modelli ARFIMA, di cui 20 si concentranosugli aspettiprobabilisticie
82suproblemistatisticiedeconometrici.

Tragli argomentidi maggioreinteressevi èsenzadubbiola ricercadi
procedure di stima efficienti e computazionalmentepraticabili
(Brockwell e Davis 1991,Beran1995). La stimadi MassimaVerosimi-
glianza,risultainfatti moltoonerosaacausadell’inversionedellamatrice
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di covarianzadi ordineT (dove T indicala lunghezzadellaseriestorica)
presentenell’espressione.Perquestomotivo alcuni dei metodidi stima
più utilizzati sonostati sviluppatinel dominio delle frequenze:si veda
tra i lavori più noti l’approssimazionedella funzionedi Verosimiglianza
di Whittle, lo stimatore,denominatoGPH, ottenutotramiteregressione
spettralepropostodaGewekeePorter-Hudak(1983)oppureil contributo
di Janaceck(1982)edi Fox eTaqqu(1986).

Lo stimatoreGPH,pur essendocomputazionalmentenononeroso,̀e
inefficientee forniscestimeper il soloparametrodi integrazione� . Per
unarassegnasullo stimatoreGPHsi vedaadesempioAgiakloglouet al.
(1992).

Il problemadella massimizzazionedella Verosimiglianzàe statoes-
senzialmenterisoltodaSowell (1992)mediantela propostadi unmetodo
peril calcolodellafunzionedi autocorrelazionedelprocessoARFIMA e
quindi dellamatricedi covarianza.Lo stimatorepropostodaSowell, in-
dicatoanchecomeMassimaVerosimiglianzaEsatta,pur essendoasinto-
ticamenteefficienterestacomputazionalmenteoneroso.Forseperquesto
motivo nonsonostatipresentatirisultati perseriedi numerosit̀a elevata.
Un’analisidegli aspetticomputazionalilegatiaquestaproceduredi stima
èstatacondottadaDoornike Ooms(2001).

Il problemadella stima è statoaffrontato anchemedianteapprocci
bayesiani(si veda,peresempio,Koopet al. 1997)oppurederivandosti-
matori detti di Minimum Distancecome,adesempio,quelli basatisulla
distanzatra la funzionedi autocorrelazionecampionariae quella della
popolazione(Tieslauetal. 1996).

Alla lucedi quantobrevementeillustrato,la stimavia simulazioneed
in particolareil metododell’InferenzaIndiretta(Gouríerouxet al. 1993,
GallantandTauchen1996)appareattraenteperla possibilit̀adi pervenire
astimeevitandol’inversionedellamatricedi covarianzadi ordineT nella
Verosimiglianza:si vedaCorduas(1997),Martin e Wilkins (1999)1. In
tali lavori vienemostratocomegli stimatoridi InferenzaIndirettaabbiano
un comportamentomolto simile a quellodegli stimatori“classici” come
quellodi MassimaVerosimiglianzasecondol’approssimazionedi Whit-

1GalbraitheZinde-Walsh(2001)presentanorisultati teorici sullaconsistenzaesulla
distribuzioneasintoticadegli stimatoridi inferenzaindiretta.
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tle. Tali risultati sonostatiottenutiattraversoesperimentiMonteCarlosu
seriedi 100,200e500dati.

Scopodel presentelavoro è verificareil comportamentoper seriedi
lunghezzaelevatadellestimedi InferenzaIndiretta.In particolaresi vuole
verificaresela sovraidentificazionedelmodelloausiliarioapportimiglio-
ramentisostanzialiin termini di efficienzaese,e in chemisura,talecon-
tributovari al cresceredelnumerodi osservazioni. Il lavoroèorganizzato
comesegue:nelsecondoparagrafovengonobrevementerichiamatii mo-
delli ARFIMA, nel terzoparagrafoè illustrata l’essenzadel metododi
InferenzaIndiretta. L’esperimentoMonteCarloe le conclusionisonoil-
lustratenei paragrafiquattroecinquerispettivamente.

2. Il modelloARFIMA

Un processoARFIMA � �
	 ��	 
�� gaussianòe indicatocome:� � ��� � ������� � ���
����� ��� � � � �"!�#$� %�	 &(' � (1)

dove � è il parametrodi integrazionefrazionaria,
� � �����)�*� �(+ ��, , ,���.- � - e ��� ���/�0��1�� + ��, , , , 1�� 2 � 2 sonogli usualipolinominell’operatore

ritardoB di ordine� e 
 , rispettivamente,conradiciesterneal cerchiouni-
tario e privi di fattori comuni. Il processorisultastazionarioe invertibile
per �3%., 4657��57%�, 4 ; inoltre, per %$57��57%�, 4 essoè caratterizzatoda
effetti di lungamemoria.

La funzionedi log-Verosimiglianzáedatada

8 9 :�; � ��	 � 	 �.	 &"�<�=� > ? 8 9 : � ? @ �"� �? 8 9 :BA�C0A � �?�D"E CGF + D
dove D �H� I + 	 , , , I J
� E è il vettoredelle osservazioni e

C
è la matricedi

covarianzadi ordine
>

. L’ipotesidi stazionariet̀aimplicachela matricedi
covarianzaassumala forma

C � K L<� M(�ON.� P per M 	 NQ�0��	 ? 	 , , , > dove L<� R��
indica l’autocovarianzaa ritardo R . Sowell (1992),estendendoi risultati
di Hosking(1981)edassumendol’unicit ádelleradicidelpolinomioAR,
pervienead un algoritmo di calcolo della funzionedi autocorrelazione
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basatosulla valutazionericursiva di funzioni ipergeometriche.Peruna
discussionesulle implicazioni computazionalidi tali algoritmo si veda
DoornikeOoms(2001).

L’approssimazionedi Whittle della funzionedi log-Verosimiglianza
(Beran1995)può essereindicatacon

S T U�V�W X/Y Z/[<\0]B^_ `ab c(d S T U�e"W f b Y Z<["]g^_
`ab c�d
h i W f b [e"W f b Y Z<[ (2)

dove
Z6j W k�Y l
Y m.Y n
o [ p

è il vettoredeiparametri,
h i W f b [ indicail periodo-

gramma: h i W f b [/j ^_ q
rts `au c(d.v u w x.y W ]3z f b { [ s o
e
e<W f b [ indica la funzionedi densit́a spettrale(non normalizzata)di un

processoARFIMA espressada:

e<W f b [/j n(o_ q0s ^ ] w x�y W ]�z f b [ s | o } s m�W w |.~ � � [ s os l"W w |�~ � � [ s o
valutataalle frequenzedi Fourier

f b j o � b` per � j ^ Y _ Y � � � Y r � Sempre
sottol’ipotesi di stazionariet̀aeinvertibilità èpossibiledimostrare(Hosk-
ing, 1981)cheil processo� u3�t�3�3� h.� � W y Y k�Y ��[ ammettela rappre-
sentazioneAR infinita �a� c�� q � � u | � j�� u (3)

dove
q � j ^ e

q � j���� � | } ���� � �(d � ��� | } � � per tali coefficienti valeper �B��� la
seguenteapprossimazione

q � � ^� W ]3k.[ � | } | d �
Inoltre,perl’ipotesi di stazionariet̀a il processoammetteanchela rappre-
sentazioneMA infinita:

� u j �a� c��.� � � u | � (4)
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dove �<��� � e �<¡=�£¢�¤ ¡ ¥�¦ §¢�¤ ¡ ¥�¨ § ¢�¤ ¦ § © si ha ancheche per ª7«­¬ vale
l’approssimazione �"¡�® �¯/° ±�²�ª ¦ ³�¨ ´

Perulteriori approfondimentisuimodelli ARFIMA si vedanoBrock-
well eDavis (1991),Beran(1995),Baillie (1996).

3. L’inf erenzaIndiretta

Lo stimatoredi InferenzaIndiretta, propostoda Gouríeroux et al.
(1993)e Gallante Tauchen(1996),può esseresommariamentedescritto
comesegue. Sia µ ¶��)· ° µ ¶ ³�¨ ¸ ¹ ¶ ¸ º ¶ ¸ » ² , dove ¹ ¶ sonovariabili esogene,»=¼�½ il vettoredei parametri,º ¶ variabili casualierrori a distribuzione
nota, µ ¶ variabili endogenee µ ¶ ³�¨ eventuali endogeneritardate. Tale
espressionerappresentaunmodellodi interessela cui stimaèdifficoltosa
o computazionalmenteimpraticabile,cherisulta,tuttavia, simulabile,ov-
veroèpossibileottenerevalori di µ ¶ condizionatamenteavalori di ¹ ¶ , º ¶ e» . Siainoltre µ ¶"�¿¾ ° µ ¶ ³�¨ ¸ ¹ ¶ ¸ À<¸ Á ² , dove À6¼OÂ è unvettoredi parametri
e Á termini di errore,un modello(dettoausiliario) i cui parametrisiano
facilmentestimabili. La stimadel modelloausiliario sudati osservati µ ¶ ,
chesi supponegeneratidalmodellodi interesse,conduceastime ÃÀ incon-
sistenti,comepurerisultanoinconsistentile stimedi À ottenutestimando
il modelloausiliariosuvalori simulati Äµ ¶ ° » ² dalmodellodi interessecon-
dizionatamentea ¹ ¶ , º ¶ e » . Indicandocon ÄÀ ° » ² tali stime,seè possibile
affermareche ÃÀ e ÄÀ ° » ² nonsonotroppodistantitra loro in basead una
metricaprefissata,allorai valori di » chehannoprodottoi valori simulatiÄµ ¶ ° » ² sonodelle”buone”stimedei parametridi interesse.

Lo stimatoredi InferenzaIndirettaper » propostoda Gouríerouxet
al. (1993)assumel’espressione:

Ã» ��Å.Æ ¾�ÇÉÈ Ê(Ë�Ì ÃÀÎÍ ÄÀ ° » ² Ï Ð Ñ ¨ ³�¨ Ì ÃÀÎÍ ÄÀ ° » ² Ï (5)

dove
Ñ ¨ è unamatricedefinitapositiva.
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Gallant e Tauchen(1996) hannopropostouna versionemodificata
della (??), notaanchecomeMetodoEfficientedei Momenti (EMM nel
seguito),espressada:

ÒÓ$Ô�Õ.Ö ×�ØÉÙ Ú(Û�Ü(ÝÜ�Þ(ß
à áâ ã ä Ó<å æ ÒÞ(ç(èGé ê�ë Ü(ÝÜ�Þ

à áâ ã ä Ó<å æ ÒÞ(ç (6)

dove èGé è unamatricedefinitapositivae ì íì î ä
áâ ã ä Ó<å æ ÒÞ å è la funzionescore

delmodelloausiliariocalcolatasuivalori simulati
áâ ã ä ï�å in ÒÞ . Gli stimatori

(??) e (??) associaticonla sceltaottimaleperle matrici è ë e èGé hannola
stessaefficienzaasintotica.

La varianzadello stimatorepuò essereridotta utilizzandola media
di ð stimedel modelloausiliariosu realizzazionisimulateindipendenti
generatedal modellodi interesse:

áÞ Ô ëñóò ñô õ ë
áÞ ô .

Gouríerouxetal. (1993)hannodimostratoche,in assenzadi variabili
esogene,la riduzionedellavarianzapuò essereottenutastimandoil mo-
dello ausiliariosuunasolaseriedi dati simulatidi lunghezzað�öG÷ . Un
analogorisultatosi trova per lo stimatorepropostodaGallante Tauchen
(1996).Inoltre, in generale,nonènecessariocheil numerodeiparametri
del modelloausiliariosiapari a quellodei parametridel modellodi inte-
resse(casodi esattaidentificazione).Nel casoin cui i parametriÞ siano
in numerosuperioreai parametriÓ si parler̀adi sovraidentificazionenella
proceduradi stima.

Perunadiscussionesugli aspetticomputazionalidel calcolodegli sti-
matori(??) e (??) si vedanoadesempioPastorelloet al. (1994),Bianchi
eCleur(1996),Calzolariet al. (1998,2001a,2001b).

4. Lo studioMonte Carlo

Il comportamentodegli stimatori di InferenzaIndiretta per modelli
ARFIMA è statoinvestigatoda Corduas(1997) e da Martin e Wilkins
(1999). Tali autori sviluppanol’esperimentoMonte Carlo per seriedi
lunghezzaT=200 (Corduas)e T=100e 500 (Martin e Wilkins) e utiliz-
zanocomemodello ausiliario rispettivamenteun modello AR(p) il cui
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ordine è determinatomedianteil criterio di Akaike, e modelli AR(1) e
AR(4). Lo stimatoredi InferenzaIndirettavieneconfrontatocon lo sti-
matoreGPHe con la MassimaVerosimiglianza,definitain accordocon
Whittle e secondola proceduradi Sowell, richiamatein precedenza.In
entrambii lavori si verifica chelo stimatoredi InferenzaIndirettaper il
parametroø haun comportamentoparagonabilea quellodegli stimatori
di MassimaVerosimiglianza.Tuttavia, dai risultati presentatidaMartin e
Wilkins, emergeuncomportamentoavoltecontraddittoriodell’Inferenza
IndirettaperT=100all’aumentaredell’ordinedi sovraidentificazionedel
modello ausiliario2. In questi lavori, per altro, non vengonopresentati
risultati sullastimadellavarianzaù(ú del modelloARFIMA.

Gli scopidell’esperimentoMonte Carlo presentatoin questolavoro
sono:verificareil comportamentoasintoticodell’InferenzaIndirettaan-
chein relazioneallastimadellavarianza;controllaresela sovraidentifica-
zioneapportimiglioramentisostanzialiin termini di efficienza;valutare
see in chemisuratale contributo vari al cresceredel numerodi osser-
vazioni.

L’esperimentoMonte Carlo è statocondottosu modello ARFIMAû ü.ý ø ý ü�þ con øÎÿ ü . Comemodelli ausiliarisonostatiutilizzati i modelli
AR(1) e AR(4), seguendoMartin e Wilkins, e il modello AR(8) come
ulterioreverificasullasovraidentificazione.I valori sceltiper i parametri
di interessesonostati ø�� ü � � ý ü � � ý ü � � ý ü � � e ù(ú�� ü � � ; sonostatecon-
sideratelunghezzecampionariepari a T=100,1000,10000. Per il caso
di esattaidentificazionèe statoutilizzato lo stimatore(??), mentreper il
casodi sovraidentificazionèe statopreferito lo stimatore(??) chepre-
sentain questocasoalcunivantaggicomputazionali.Le stimesonostate
condotteutilizzandoseriesimulatedi lunghezzapari alla seriedei dati
storici

û 	 � � þ o diecivoltepiù lunghe
û 	 � � ü.þ . Il comportamentodello

stimatoredi InferenzaIndirettaèstatoconfrontatoconquellodi Massima
VerosimiglianzasecondoWhittle.

2Gli autoripresentanorisultati perT=500peril solomodelloausiliarioAR(1)
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4.1Sceltadelmetododi simulazionedel modellodi interesse

Da quantodescrittoprecedentemente,appareevidenteche la scelta
delmetododi simulazionedelmodellodi interesseassumerilevanzacom-
putazionalenel momentoin cui si intendeprocederea verifiche asin-
totichesullo stimatoredi InferenzaIndiretta.

Nel casodei modelli ARFIMA sonostati propostiin letteraturanu-
merosestrategie per la simulazionedei dati. Un’ampiarassegnaè stata
recentementepropostadaBardetet al. (2002).

Martin e Wilkins (1999) dedicanomolto attenzioneal problemae
verificano il comportamentodello stimatoredi InferenzaIndiretta an-
chesulla basedella strategia di simulazionedei dati utilizzata. Essi, in
particolare,impieganol’algoritmo di Cholesky e la rappresentazioneAR
infinita (??) troncataa 
 =1000ritardi, verificandocheentrambele strate-
gieportanoarisultaticonfrontabili.La strategiadi Cholesky presentauna
complessit̀acomputazionaledi ordineO(�
� ), il chela rendeimpraticabile
perunaverificaasintotica.D’altra parte,la rappresentazioneAR infinita
(??) presentail problemadella sceltadel numerodi ritardi e della de-
terminazionedei valori iniziali di numerosit̀a pari al troncamentoscelto,
nonch́e degli effetti che ciò determinasui risultati ottenuti. Martin e
Wilkins, comedetto,utilizzano 
���� ����� ritardi, ma affermanodi aver
ottenutorisultati soddisfacentianchecon 
�������� o 
���� ��� ritardi.

Una strategia alternativa per la generazionedi dati da un modello
ARFIMA è basatasulla rappresentazioneMA infinita (??). Tale strate-
gia presentail vantaggiodi non richiederela generazionedi valori ini-
ziali per la serie,ma solo per le variabili casualierrori e di esserecom-
putazionalmenteagevole. Per quantoconcernela sceltadel numerodi
ritardi, Breandet al. (2002)verificanoil comportamentodella strategia
per rappresentazionitroncatea 
 =50, 100e 1000ritardi, trovandobuoni
risultati rispettoal problemadellastimadi � mediantela MassimaVero-
simiglianzasecondoWhittle.

Si è quindi ritenutoopportunoadottarela strategia MA per la simu-
lazionedei dati del modello ausiliario, ponendoa confronto i risultati
ottenuti utilizzandoritardi pari a 
������ e 
���� ��� . Perunaulteriore
verificaperT=100,gli stimatoridi InferenzaIndirettasonostatiottenuti
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anchemediantel’uso dell’algoritmodi Durbin e Levinson3 (Brockwell e
Davis, 1991).

Infine si osservichel’uso della formulazioneMA troncatanon è es-
entedaproblemi:nell’espressione(??) si notainfatti cheadenominatore
appareespressione���  "! chepervalori di  prossimiallo zeroprocurain-
stabilità nellagenerazionedelleseriee quindi nellaproceduradi calcolo
dell’InferenzaIndiretta.

4.2I risultati dell’esperimentoMonteCarlo

Le tabelleseguenti,dove vengonoriportatele mediee, tra parentesi
quadre,gli errori standardMonteCarlo,evidenzianoi principali risultati
ottenutidall’esperimentodi simulazione4.

Comesi osserva dallaTabella1, siaper la MassimaVerosimiglianza
secondoWhittle, sia per l’InferenzaIndiretta, le tre strategie di simula-
zioneportanoa risultati sostanzialmenteequivalenti in termini di media
ed errorestandardper entrambii parametridi interesse e #�$ . Quindi,
la strategiaMA con30ritardi può essereutilmenteimpiegatanell’esperi-
mentoMonteCarlo.
Si può inoltre osservarechele stimemediantel’InferenzaIndiretta,nel
casodi esattaidentificazioneper entrambii parametridi interesse,sono
simili aquelleottenutemediantela MassimaVerosimiglianza.
Perquantoriguardale stimedi InferenzaIndiretta,nel casodi sovraiden-
tificazione,si osservacheperil modelloAR(4) le stimedeiparametripre-
sentanounamediaMonteCarlovicinaaquelladelcasodi esattaidentifi-
cazione.Si nota,tuttavia, un comportamentocontraddittorioperquando
riguardagli errori standardMonte Carlo. Impiegandoil modelloAR(8)
le stime di  continuanoad esseresoddisfacentimentrele stime di #�$
peggioranonettamente,sia in termini di mediache di errorestandard.
Quest’ultimorisultatoapparedi un certo interessepoich̀e in letteratura

3Tale algoritmo presentauna complessit̀a dell’ordine di O( %�& ), il che lo rende
preferibileall’algoritmo di Cholesky, masempreinadattoperunaverificaasintotica.

4Gli algoritmidi calcoloperl’InferenzaIndirettasonostatisviluppatiin Fortran77,
le stimedi MassimaVerosimiglianzasonostateottenutemedianteil pacchettoCML di
Gauss.
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nonsonostatipresentatirisultati sullastimadi ')( .
Tabella1. ModelloARFIMA(0,d,0)*,+ - *,+ - *,+ - *.+ -

Gen. 0.1 0.8 0.2 0.8 0.3 0.8 0.4 0.8

Whittle

DL 0.0679 0.7817 0.1711 0.7900 0.2696 0.7979 0.3568 0.8064
[.0977] [.1144] [.0972] [.1161] [.0941] [.1186] [.0853] [.1222]

MA(30) 0.0761 0.7963 0.1904 0.7985 0.3057 0.8066 0.3906 0.8140
[.0934] [.1127] [.0935] [.1135] [.0907] [.1151] [.0736] [.1175]

MA(500) 0.0731 0.7844 0.1841 0.7875 0.2956 0.7933 0.3832 0.8032
[.0978] [.1121] [.0984] [.1129] [.0963] [.1147] [.0793] [.1180]

Ind.Inf. - aux: AR(1),h=10

DL 0.0965 0.7912 0.1953 0.7915 0.2922 0.7906 0.3807 0.7869
[.0918] [.1154] [.0809] [.1182] [.0757] [0.1216] [.0693] [.1256]

MA(30) 0.0908 0.7915 0.1923 0.7922 0.2921 0.7926 0.3778 0.7904
[.0904] [.1172] [.0794] [.1185] [.0753] [.1201] [.0692] [.1236]

Ma(500) 0.0906 0.7920 0.1936 0.7932 0.2920 0.7923 0.3730 0.7859
[.0971] [.1198] [.0828] [.1215] [.0777] [.1234] [.0692] [.1236]

EMM - aux: AR(4),h=10

MA(30) 0.1044 0.7016 0.1929 0.7037 0.2841 0.7013 0.3722 0.7012
[.0719] [.1235] [.0809] [.1204] [.0871] [.1233] [.0887] [.1232]

EMM - aux: AR(8),h=10

MA(30) 0.1071 0.6058 0.1947 0.6060 0.2853 0.6052 0.3734 0.6074
[.0809] [.1318] [.0936] [.1292] [.0990] [.1329] [.0973] [.1320]

T= 100 Replicazioni=1000

E’ opportunoporrein evidenzache,mentrenel casodi esattaidenti-
ficazionela proceduradi calcolohasempreraggiuntola convergenzain
manieraottimale,questonon si è sempreverificatonel casosovraiden-
tificazione. Infatti, nella (??) la funzionescorecalcolatasu dati simu-
lati, condizionatamenteai valori veri dei parametri/ , deve esserepari
a zero. All’aumentaredell’ordine di sovraidentificazionela funzioneo-
biettivo sembra,invece,assumereunaformapiattaneidintornidelvalore
verodeiparametri,o comunqueunaformatalepercui la proceduratende
aprodurrestimemigliori per 0 ascapitodi ')( . Questacircostanzàecon-
fermatadal fattochein letteraturala sovraidentificazionèe semprestata
ritenutaefficaceper la stima di 0 . Per verificarese i risultati descritti
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precedentementedipendanodalla lunghezzadella serieè statocondotto
unanalogoesercizioMonteCarloperT=1000,descrittonellaTabella2.

Tabella2. ModelloARFIMA(0,d,0)1,2 3 1,2 3 1,2 3 1,2 3
Gen. 0.1 0.8 0.2 0.8 0.3 0.8 0.4 0.8

Whittle

MA(30) 0.1022 0.7980 0.2120 0.7999 0.3057 0.8063 0.4366 0.8078
[.0255] [.0351] [.0259] [.0352] [.0264] [.0355] [.0264] [.0358]

Ind.Inf. - aux: AR(1),h=10

MA(30) 0.1011 0.7979 0.2010 0.7980 0.3009 0.7980 0.4006 0.7978
[.0262] [.0383] [.0237] [.0394] [.0242] [.0399] [.0262] [.0403]

Ind.Inf. - aux: AR(4),h=10

MA(30) 0.0989 0.7991 0.2014 0.7879 0.3004 0.7881 0.3992 0.7874
[.0272] [.0370] [.0242] [.0382] [.0251] [.0374] [.0258] [.0382]

Ind.Inf. - aux: AR(8),h=10

MA(30) 0.1019 0.7752 0.2011 0.7748 0.2998 0.7749 0.3990 0.7749
[.0260] [.0387] [.0252] [.0382] [.0259] [.0390] [.0266] [.0391]

T= 1000 Replicazioni=1000

Dai risultati riportati,gli erroristandardpresentanola riduzioneattesa
all’aumentaredella lunghezzadella serierispettoagli analoghiesercizi
della Tabella1. Perquantoriguardala sovraidentificazione,i confronti
tragli erroristandardsembranoevidenziarecheil modelloAR(4) fornisce
risultatimigliori rispettoaquelli delmodelloAR(8) pervalori di 46587:9 ;
eper <�= associatoa tutti i valori di 4 .

Anche in questocasobisognaosservare che la funzioneobiettivo,
all’aumentaredell’ordine di sovraidentificazione,ha assuntouna forma
tale per cui la proceduradi calcolo per lo stimatore(??) ha incontrato
alcunedifficoltà nel raggiungimentodella convergenza. Pertantosi è
ritenutoopportunoprocedereadunaulterioreverificaperT=10000,i cui
risultati sonoriportati nellaTabella3.

Si osservachegli stimatoridi InferenzaIndirettapresentanocompor-
tamentiequivalentiper i tre modelli ausiliariutilizzati e vengonosostan-
zialmenterisolte le contraddizionisull’efficienzaal cresceredellasovra-
identificazione.Occorrenotarechegli errori standardInferenzaIndiretta
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edi EMM si mantengonodistantidaquelli dellastimadi MassimaVero-
simiglianza,evidenziandola possibilit̀adi unutile impiegodi tecnichedi
riduzionedellavarianza.

Tabella3. ModelloArfima(0,d,0)>,? @ >,? @ >,? @ >,? @
Gen. 0.1 0.8 0.2 0.8 0.3 0.8 0.4 0.8

Whittle

MA(30) 0.0999 0.7989 0.2094 0.8001 0.3217 0.8031 0.4341 0.8082
[.0081] [.0114] [.0077] [.0113] [.0079] [.0114] [.0086] [.0117]

Ind.Inf. - aux: AR(1),H=1

MA(30) 0.0997 0.7994 0.1998 0.7995 0.3000 0.7995 0.4000 0.7995
[.0118] [.0160] [.0106] [.0163] [.0106] [.0166] [.0133] [.0167]

Ind.Inf. - aux: AR(4),h=1

MA(30) 0.1001 0.7976 0.2000 0.7976 0.3004 0.7971 0.3998 0.7978
[.0112] [.0161] [.0106] [.0160] [.0108] [.0160] [.0109] [.0160]

Ind.Inf. - aux: AR(8),h=1

MA(30) 0.1001 0.7960 0.2000 0.7960 0.2999 0.7960 0.3997 0.7956
[.0108] [.0159] [.0105] [.0159] [.0106] [.0160] [.0108] [.0160]

T= 10000 Replicazioni=1000

5. Conclusioni

In questolavoro è statapresentatauna verifica del comportamento
asintoticodelle stime di InferenzaIndiretta per modelli ARFIMA. Gli
esperimentiMonteCarloeffettuatihannoevidenziatoche,perampiezze
campionarielimitate, la stimaottenutacon il metododell’InferenzaIn-
direttapresentarisultati paragonabilia quelledella MassimaVerosimi-
glianzasecondoWhittle. All’aumentaredella lunghezzadellaserie,tut-
tavia, si notachel’InferenzaIndirettapresentaerroristandardabbastanza
lontanidaquelli MassimaVerosimiglianzasiaper il parametroA cheperB)C .

E’ ancheemersoche l’uso di modelli ausiliari con un numerodi
parametrisuperiorea quello del modello di interessenon porta neces-
sariamentead un miglioramentodelle stime,specieper lunghezzedella
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serielimitate. Talesituazionesi risolve essenzialmenteperseriedi lun-
ghezzasuperioreai 1000dati. Si è osservataunacertadifficoltà com-
putazionaleper le stime di D�E�E a causadella forma della funzione
obiettivo.

Da quantoespostosi individuanointeressantilineedi ricercafuture.
Dovrà essereinnanzituttoinvestigatosei risultati ottenutivengonocon-
fermati nel casodi modelli ARFIMA F G�H I:H J�K con ordini AR e MA non
nulli, e procedereal calcolodella matricedi covarianzadegli stimatori
di InferenzaIndirettaperun ulterioreconfrontocon la MassimaVerosi-
miglianzae pervalutarel’opportunità del ricorsoa tecnichedi riduzione
dellavarianza.
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