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Summary Theaim of the paperis to developahomogeneityestaboutthefractionaldif-
ferencingparameteamongtwo or moreblocks(subseriespf data. In fact, it is shovn
that,especiallyin finite samplesthedistribution of theteststatistic,obtainedby means
of asymptotiaesultsneeda correctionsincethebiasandvariancearegreateithanthose
expectedon the basisof the asymptotictheory A Monte Carlo studyis performedto
shav the gainobtainedin termsof sizeof the critical region whenthe proposedtorrec-
tionis used.
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1. Introduzione

Negli ultimi decennsi e assistitcadun crescenténteressalellalette-
raturastatisticaed econometricanei confronti dei processicosiddettia
“lungamemoria’e,in corrispondenzajei modelli a differenzefraziona-
rie. Tale attenzionee essenzialmentderivata dalla constatazionehe
numeroseseriereali presentandunzioni di autocorrelazion@ersistenti,
cioe chedecadon@iu lentamentali quantoavvienenellaclassedeipro-
cessiARMA. Il comportament@ statoinizialmenteosserato in serie
storichedi caratteredrologico(Hurst,1951;Lawrancee Kottegoda,1977),
ma successiamentee stato individuato ed analizzatoanchein settori



di diversanatura,quali economiae finanza(si vedaBaillie, 1996, per
un’ampiapanoramica)eti di traffico (Willinger etal., 1998),ecc.

Nell’ambitodellamodellisticaadifferenzefrazionarie unaproblema-
tica particolarmententeressant@ quellarelativa alla verifica della pre-
senzacostantedell’effetto lungamemoria. Infatti, nell’analisi modelli-
sticadi osserazionirelative ad un grannumerodi dati (cioe, raccoltisu
lunghi archidi tempooppurecon frequenzaelevata)e importanteverifi-
carela costanzalellerelazionitrovate,poiché la strutturadi dipendenza
lungamemoriapud variareneltempo,siapermutamentnel meccanismo
fisico chegenera dati, sia percte cambiail modocon cui sonoraccolte
le osserazioni(comee avvenuto,adesempioperil criteriodi misuradel
livello minimo della portatadel fiume Nilo accertatca Rodanegli anni
dal622al 1284: Tousson1925).

La verificadellastabilith del parametraalle differenzestazionarieha
consguenzaemportantisulla strutturadel processdpercte la suavaria-
zionemodificale proprieta probabilistiche)sull'inferenzaperi parametri
(percte i tassidi corvergenzadegli stimatori dei parametrisi modifi-
canocon d) e sull'uso del modello (per esempio,si modificanogli in-
tenalli di previsione). A tal fine, Berane Terrin (1996) hannoproposto
untestperverificarese,al variaredegli intenvalli temporaliconsideratijl
parametrali lungamemoriarisulti costantela statisticaeste derivatada
un’estensionéunzionaledelteoremdimite centralgperformequadratiche
e dallateoriadei ponti browniani, perarchidi tempoadiacenti:tuttavia,
ancheper seriedi lunghezzanotevole, tale test mostrauna sostanziale
difformita tra livelli nominali e livelli effettivi. Alcuni recentisviluppi
nell’ottica di discriminaretra cambidi livello e variazioninel parametro
d inunmodelloARFIMA, mediantaunapprocciai tipo Bayesianosono
invecestatielaboratidaRaye Tsay(2001).

Scopodi questolavoro € sviluppareun test asintotico (alternatvo
rispettoalla propostadi Berane Terrin, 1996)checonsentali verificare
se, per uno specificatofenomenodi studio, il valoredel parametraalle
differenzefrazionaried siaomageneosudiversiarchitemporali:taletest
viene definito di omageneit, a significareche sottoseriedi dati anche
non adiacenti(e quindi permutabili)hannolo stessaccomportamentg@er
guantoconcernda dinamicadi lungamemoria.



Il lavoro e organizzatoccomesegue. Nel paragrafa2 sonorichiamate
la specificazionelei modelliadifferenzefrazionariee i principali metodi
di stimadel parametral, con particolareattenzioneal metododellamas-
simaverosimiglianzae alle suepropriet.. Nel paragrafd3 si presentaina
primapropostadi testdi omogenei coni suoilimiti. Nel paragrafol si
conduceunostudioMonte Carlosulladistorsionee varianzadello stima-
toredel parametral, e sutalebasenelparagraf si pervieneadunacor-
rezionedelladistribuzionedellastatisticatestprecedentemenfgoposta.
Il guadagnmttenutoin terminidi livello del teste illustrato medianteun
ampioesperimentali simulazioni(paragrafd). Alcune proposteperul-
teriori sviluppi dellaproblematicaconcludond’articolo.

2.1 modellialle differenzefrazionarie

Unaclassemolto ampiae flessibiledi modelliperprocessiX; alunga
memoriae costitutitadai modelli ARFIMA(p,d,q), introdotti da Granger
e Joyeux(1980)e Hosking(1981),e cos specificati:

¢(B)(1 — B)* (X, — u) = 0(B)a,

dove i1 &l valor mediodi X;, a; ~ WN(0,02), B € l'operatoreritardo
talecheB*X, = X, ,, k=0,%+1,....,e

1—B) =Y d) —~1)kB*.
- =3 (4 )
| polinomiARMA ¢(B) =1— ¢ B—...—¢,B?ef(B) =1—- 6B —
... — 0, B nonpresentandattoriin comunee ammettonduttele (p + q)
radici al di fuori del cerchiounitario;inoltre,d € (—0.5,0.5). Percd X,
e stazionaricedinvertibile (Brockwell e Davis, 1991).

Lafunzionedi densitispettraledi unprocessalle differenzerazionarie
X ~ ARFIMA(p, d, q) risulta:

flw)=[1—e™™ |72 f,(w), w € [—m, 7],
dove f,(w) eladensitspettraledel process6/¢ X; = Z, ~ ARMA(p, q).
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Il piusemplicemodelloalungamemoriagil modelloARFIMA (0,d,0)
peril qualela componentali lungamemoriadipendedal parametraalle
differenzefrazionaried. Se0 < d < 0.5, allora X; € un processo
stazionaricalungamemoriaconfunzionedi autocorrelazionehedecade
azerocontassaperbolico:

p(k) ~ ak®*, k — oo,

dove a € unacostanteche nondipendedak; in tal casola densit spet-
trale presentaun piccoall’origine. Se—0.5 < d < 0 il processa detto
“antipersistente”condensit spettralealeche f(0) = 0 (Beran,1994).
Nel presentdavoro I'interessee rivolto a sviluppareun testdi omo-
geneitiperil parametral, esclusvamentegeril casodi modelliARFIMA
(0,,0) cond > 0, essenda fenomenidi antipersistenzdi minoreinte-
ressee di scarsoimpatto nelle applicazionireali. Inoltre, poiche molti
risultatiasintoticidipendonalallaconoscenzdi u, datoil carattergropo-
sitivo di questdavoro, ci limitiamo apresupporr@otoe prefissatq: = 0.

2.1. La stimadel parametrod

La stimadel parametralle differenzefrazionaried e stataoggettodi
studioda partedi numerosiAutori, medianteapproccie soluzioniabba-
stanzadifferenziati. Sonostatiinfatti propostistimatorisemiparametrici
(Geweke e PorterHudak,1983;Robinson 1995);stimatoribasatisul cri-
terio della minima distanza(Tieslauet al., 1996; Corduas,2000; Gal-
braithe Zinde-Walsh,2001);stimatoriparametricheldominiotemporale
(Sawell, 1992;Beran,1995)e nel dominiodellefrequenzgFox e Taqqu,
1986; Cheunge Diebold, 1994); infine, un approcciobayesiance stato
sviluppatodaPay e Ravishanler (1998).

Al fine di sviluppareun testdi omogenei sul parametroalle dif-
ferenzefrazionaried, nel prosigguo del lavoro si fara riferimento esclu-
sivo allo stimatoredi massimaverosimiglianza(nella formulazioneap-
prossimatali Whittle) e alle suepropriet asintotiche.

SiaX; ~ ARFIMA (0, d,0) un processdsaussiandali valor medio0;



allora,la funzionedi log-verosimiglianzaisulta (Sowell, 1992):
1 1
logL(x;d) = —glog(27r) ~5 log | X | —EX’E_IX,

dovex = (x1, Z9, ..., T,)" €unvettoredi osserazionisul processoe ¥ &
la matrice(n x n) di varianzee covarianze.
Nonostantealcunirecentisviluppi(Pai e Ravishanler, 1995;Bertellie
Caporin,2002;Doornike Ooms,2002),e notochelaricercadel massimo
di talefunzionedi log-verosimiglianzaisultamolto pesantealal puntodi
vista computazionalespecialmentgercte I'in versionedella matrice X
di dimensioni(n x n) richiedeil calcolodi funzioniipergeometrichead
ogniiterazione.Percd si preferiscanassimizzareinvece,la funzionedi
log-verosimiglianzaapprossimataropostadaWhittle (Beran,1994):

=" _nlr d)dw — ¥
logL{x;d) = —7 log(2m) — = /_ log f(w; d)dw - sX'A(d)x (1)
dove la matrice A(d) hacomeelementayenerico

{a(j = D}ip=1,.n = (2m)7? /_7; f((j; d)

Nel dominio delle frequenzda log-verosimiglianzaprofilo della (1)
risulta(Boesetal., 1989):

X [(n—1)/2] I(w;)
logL(d, & x —2lo 2] —
gL(d, %) o< =3 g(; f(wj))
dove I(w;) = (2mn)~" | ¥; zfezp(—iw;t) |? €il periodogrammasser
vatoalle frequenzew; = 27j/n, j = 1,2,...,[(n — 1)/2], z} €la serie
centrataispettoalla suamediacampionariae 6* = n=' 3°; I(w;)/ f (w;).

Siady,;, lo stimatoredi massimaverosimiglianzeottenutodalla (1)
peril parametrad di un modello ARFIMA(0,d,0) cond > 0. Allora,
risulta(Yajima, 1985):v/n(darr, — d) ~ N(0,6/7?).

Fox e Taqqu(1986) hannodimostratoche per lo stimatoreottenuto
dallamassimizzaziondellalog-verosimiglianzarofilo (2) - cheindiche-
remo semplicementeon d - vale la stessadistribuzione asintoticaot-
tenutada Yajima(1985),quandad > 0. Quindisi ha:

Vvn(d —d) & N(0,6/72).

eild—Dwdy,.

[(n=1)/2]
log f(w;), (2)

1
2 =
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Comee statospessasottolineatonella letteratura(Li e McLeod, 1986;
Beran,1995;Baillie 1996),pertale processda varianzadello stimatore
nondipendedal parametral.

3. Un testdi omogeneia peril parametrod

Ladistribuzioneasintoticadellostimatoredi massimaverosimiglianza
del parametrod, soprapresentatagivieneil principalepuntodi riferi-
mentoperlo sviluppodi untestdi omogenei sud.

Siconsiderunaseriex generatalaunprocesso\; ~ ARFIMA (0, d, 0)
taleche

V4X, = ay,

dove a; ~ WN(0,0?), e per semplicifa di sviluppi si pongac? = 1.
Sianoinoltre x4, x9, ..., X,, s Sottoseriadi X, ciascunadi n osserazioni.
Al fine di verificarel’esistenzadi un comportamentali lungamemoria
omogeneauarchitemporalidifferenti,sottoponiamatestlipotesi:

H0:d1:d2:...:d5:d

dovedy, ds, ..., ds sonoi parametrialle differenzefrazionariedei processi
ARFIMA(0,d;,0) ¢ = 1,2, ..., s, dai quali si assumesianogeneratde s
sottoserieg d € notoe prefissato.

Poicte /n(d; — d) &~ N(0,6/7%), Vi = 1,2,..., s, allora, sotto Hy,
risultat:

TL7T2 s a
To= 5~ 2(di = df &,
=1

dove T, € la statisticatestperl'ipotesi Hy di omogenei. Ne consgue
che,postoe: = Pr(T,, > x2, | Ho), X2, risultail valorecritico in base
al qualerifiutare o menol’ipotesi di omogenei.

Comee agevole constatarela statisticatestora ottenutae caratteriz-
zatadadueevidentilimiti, dovuti alla suanaturaasintotica.

1Si noti chetrattandosidi un testdi omogenei, e nondi stabilita dinamica,& im-
portanteassumerehegli stimatoridei parametrialle differenzefrazionariedelle s sot-
toseriesianotraloro indipendenti.



Infatti, in primo luogo essasi basasull’assunzionehelo stimatore
di massima/erosimiglianzacii siaasintoticament@on distorto: in real-
ta, in campionidi numerosia finita lo stimatored; puo presentaraina
notevole distorsioneg renderequindi necessarianacorrezionedelladi-
stribuzione(comepropostadra gli altri daLieberman2001;Liebermanre
Phillips,2001). Analogamentei] risultatopercuilim,, . {nVar(d;)} =
6/m% ~ 0.6079 induceun ulterioreelementali approssimaziongercam-
pioni finiti.

Quandatali fonti di approssimazioneonsonotenutein debitoconto
nella distribuzionedella statisticatest7;,, ne consguecheil testsopra
presentateonducadunlivello effettivo di granlungamaggioredi quello
nominale(comee ampiamenteonfermatadallo studiodi simulaziondl-
lustratonel paragrafc).

4. Distorsionee varianzadi d in campionidi numerosit finita

Al fine di corrgggerela distribuzionedella statisticatest sopraillu-
strata,e statocondottoun esperimentdonte Carlo,pervarivaloridi d e
n, perstudiaral comportamentadelladistorsiones dellavarianzadi din
campionidi numerosiafinita.

In particolare sonostategeneratedd 000replicheMonte Carlodi serie
a differenzafrazionaria,per ciascunadei seguentivalori di n = 50, 100,
150,200,250, 300,400,500, 750,1000,1500,edi d = 0.1,0.2,0.3,0.4.
Perognunadelle 44 (11 x 4) coppiedi valori (n,d) e stataottenutala
distribuzioneMonte Carlodello stimatoredi massimarerosimiglianzag
ne sonostatecalcolatedistorsionee varianza.E’ statoinoltre calcolatoil
divario trala varianzaMonte Carloe la varianzaasintotica(0.6079#).

La Figural mostral’andamentadelladistorsionee del divario al va-
riaredi n, perdiversivalori di d.

Risulta,quindi, evidentechenelladistribuzioneMonte Carlodello sti-
matored la distorsioneeil divario rispettoalla varianzaasintoticahanno
un comportamentgsostanzialmenteostantel variaredi d, siain termini
di andamentehedi valori numerici;comee attesotendonocentrambia 0
al cresceraellalunghezzan dellaserie,mentrenon sonoaffatto trascu-



rabili percampionidi numerosia piu limitata.

Tale comportament@i haindotto a valutareunarelazioneasintotica
tra distorsionee divario da un lato e lunghezzadella seriedall’altro. In
particolare,utilizzandole 44 realizzazionidella distorsionee del divario
dello stimatore,abbiamoottenutole seguentirelazionisulla basedi un
criterio di adattamentaei Minimi Quadratf.
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Figura 1. Distorsioneqe divario dello stimatoe d.

La distorsionenellastimadi massimaverosimiglianzae risultataben
approssimatdallarelaziong(Figura?2):

1
bn :/60+/61_
n

2] risultati qui presentatisottintendoncche essisonostatii migliori e i piti coe-
rentiin termini di adattamentdra quelli ottenutimediantel ricorsoa diversefunzioni
elementari.




dove 5, = 0.001137 (p-value=0.03),8, = —2.8290861 (p-value< 0.001),
R? = 0.976. Essaconfermachela distorsione2 dell’'ordine O(n™!).

Il divariotrala varianzavionte Carloe quellaasintoticae risultataben
approssimatdallarelazione(Figura2):

) 1
divar,, ~ ’Ylﬁ

cony, = 24.2386438 (p-value< 0.001); p?(divar,, divar,) = 0.961.
Essaconfermachelavarianzaasintoticaal di ladi unacostanteg¢dell’ordine
O(n~?), comeampiamentealiscussce dimostratodaLieberman(2001).
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Figura 2. Approssimaziondella distorsionee del divario.




5. Un testdi omogeneia per d condistribuzionecorretta

lllustriamo, ora, comesia possibileprocederead unamodificadella
distribuzionedellastatisticatestT,,, presentatael paragrafa, sullabase
dellerisultanzedel precedentstudioMonte Carlo.

E’ emersojnfatti, chepernumerosiafinite: E(di) =d; + by, b, #0;
Var(d;) = (6/(nn?)) + divar, = v,. Allora, sottol'ipotesi Hy : d; = d,
Vi=1,2,...,s,Siha:

Lidi—d)? sbh o

—_— Y

Un Un *

dacui, medianteageroli passaggisi ottengonda statisticatest

L)

6721 = Z(dl - d)27

i=1
eil corrispondentgercentilel00(1 — «)%:
e, s,n) = Xisvn + s(by)%.

Quindi, sostituendde approssimazionottenutenel paragrafoprece-
denteper la distorsionee il divario, si pervieneal sgguentepercentile
modificato:

6 1 1\2
6(a, s,m) = Xi,s (m +’Ylﬁ) +s (/30 +/Blﬁ) =

= 562 + % (xi,s% - 28ﬂoﬂ1) + % (2o +587) -
Dunque,si rifiuta l'ipotesi di omogenei H, tutte le volte che §2 >
3, s,n).
Ad esempiosen = 100 e s = 2, sirifiutal'ipotesi Hy : dy = ds = d
guando
(dy — d)? + (dy — d)? > (0.2289)2.
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6. Uno studioMonte Carlo sul livello deltest

Al fine di valutareil livello effettivo del testpropostonel precedente
paragrafoe di quantificareil guadagnaottenutorispettoalla soluzione
illustratanel paragrafd3, abbiamosviluppatouno studiodi simulazione.

In particolare abbiamosimulato,mediantel 000repliche,la distribu-
zioneMonte CarlodellestatisticheestT;, eé2, perdiversivaloridin (50,
100,150, 200, 250, 300,400, 500, 750, 1000,1500),di d (0.1,0.2,0.3,
0.4),e perunnumerodi sottoseries paria?2.

Postoail livello nominalea: = 0.05, perogni coppiadi valori (n, d) €
statocalcolatoil livello effettivo corrispondentalle due statistichetest.
Nel prosigguoindicheremocon ay, il livello del testbasatosu T;, (cioe
basatcsulladistribuzioneasintoticadello stimatored), e cona* il livello
effettivo deltestbasatcsullastatisticas? (cheprevedel’'uso del percentile
modificato).

NellaTabellal sonaillustratii valoridi ¢, € a* Ottenutiin corrispon-
denzadeidiversin e d. Apparecos evidentecheil livello o* associato
alla statisticatestd? & nettamenténferiore a quello («,) ottenutocon
la statisticatestT;,, e molto piu vicino al livello nominalea. = 0.05, so-
pratuttoperseriedi lunghezza: < 1000. In particolaregquandar < 100,
o risultaesserallincirca pariaa,,/3.

Si noti, inoltre, chein uno studio Monte Carlo preliminare,qui non
riportato,e emersachela correzionelello stimatored in terminidi distor
sione,propostadaLiebermane Phillips (2001),conducealivelli effettivi
di « intermedirispettoad c,s € a*.

Comerisultaevidentedall’espressionettenutgperil percentilemodi-
ficatod(c, s, n), il miglioramentanel livello deltestdovrebbeesseresen-
sibile ancheallanumerosia s delle sottoserieconsiderate.

Infatti, unandament@nalogo(Tabella2) e statoevidenziatomedian-
te un ulteriorestudiodi simulazione condottonel casodi un numerodi
sottoseries=5, pern=100, 200, 500; d=0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Ci sembra,
quindi, chei risultati precedentpossan@sserageneralizzati’'s > 2.

Ne consgueche,perverificarel'ipotesi di omogenei del comporta-
mentodi lungamemoriasus architemporali,siapreferibilericorrerealla
statisticatestd?, e quindi al percentilemodificatod(«, s, n), ottenutonel
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precedent@aragrafo.

Tabellal. Livelli deitestbasatisuT,, e sud? (pers=2)

Ln | d | @ | o || n | d] o | & |
50 [ 0.1 0.236| 0.082|| 400 | 0.1| 0.089| 0.069
0.2 0.239| 0.078 0.2 0.071| 0.057
0.3 0.199| 0.066 0.3 | 0.085| 0.063
0.4 0.205| 0.074 0.4 0.105| 0.074
100| 0.1 0.170| 0.076|| 500 | 0.1 | 0.091| 0.074
0.2 ] 0.140/| 0.064 0.2 0.075| 0.059
0.3 || 0.158]| 0.065 0.3 0.081| 0.069
0.4 0.120| 0.053 0.4 0.084| 0.076
150| 0.1 0.114| 0.058|| 750 | 0.1 || 0.072| 0.054
0.2 0.113| 0.063 0.2 | 0.075| 0.067
0.3 0.130| 0.081 0.3 | 0.065| 0.054
0.4 0.096| 0.062 0.4 0.074| 0.063
200| 0.1 0.122| 0.080|| 1000| 0.1 || 0.062| 0.054
0.2 0.106| 0.064 0.2 0.072| 0.068
0.3 || 0.109| 0.065 0.3 0.071| 0.065
0.4 0.077| 0.045 0.4 0.077| 0.069
250 0.1 0.102| 0.063 || 1500| 0.1 || 0.059| 0.053
0.2 0.100| 0.065 0.2 0.067| 0.064
0.3 0.101| 0.072 0.3 | 0.060| 0.054
0.4 || 0.088| 0.057 0.4 | 0.056| 0.054
300| 0.1 0.087| 0.070
0.2 0.103]| 0.070
0.3 0.099| 0.068
0.4 0.088| 0.064
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Tabella2. Livelli deitestbasatisuT,, e sud? (pers=5)
[ n | d] % | o |

100| 0.1 || 0.242| 0.080

0.2 || 0.245| 0.092

0.3 || 0.239| 0.090

0.4 || 0.164| 0.059

200| 0.1 0.143| 0.073
0.2 0.145]| 0.073
0.3 0.145| 0.079
0.4 0.112| 0.060

500| 0.1 0.096| 0.066
0.2 || 0.076| 0.049
0.3 || 0.087| 0.064
0.4 | 0.091| 0.062

7. Ulteriori sviluppi

Scopodell’articolo e statoquellodi sviluppareun testdi omogenei
peril parametroalle differenzefrazionariedi modelli ARFIMA(O,d,0)
cond > 0. In particolare,in questolavoro e statopropostodi ricor-
reread unastatisticatestestremamentagevole dal puntodi vista com-
putazionalee di modificareil percentileteoricodel 2, tenenddn debito
contodistorsionee varianzadello stimatoredi massimaverosimiglianza
di d, il cui effetto (rispettoai risultati asintotici) e piuttostonotevole per
numerosid campionaridinite, ancheelevate.

Ulteriori sviluppidi talericercasarannaivolti in primoluogoaduno
studioMonte Carlodellapotenzadel testproposto specificandaoncura
I'ipotesi alternatva di interesse.

Inoltre, occorreestenderél testdi omogenei qui propostoal caso
pit generaladi modelli ARFIMA(p, d, ¢), quandagp > 0, ¢ > 0.
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