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Summary The main issueaddressedn the paperis the statisticaldevelopmentof a
widely usedstructurefor the analysisof the preferencesthe pairedcomparisongrame-
work. In particularthe paperfocuseson the probabilisticand statisticalaspectf the
pairedcomparisonsnodelwhenthe preferencesreexpressedy meansof ranks. The
modelshons agoodperformancen termsof meaningfulparameterandfor its flexibil-
ity whenusedto studytherelationbetweertheraters’'featuresandthe preferenceghey
express.Neverthelessit is highlightedthatthe pairedcomparisormodelhasa poorfit
to theempiricaldistributionsof ranksif the numberof rankedobjectsin notsmallandit
is shovn thata differentstructure the InverseHypemgeometricandomvariable,seems
moreadequatein this situation,to modelranks. Thus,a moregeneralapproachpased
onaBayesiarperspectie, is proposedasreferencenodelfor theanalysisof the prefer
ences.
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1. Introduzione
Obiettivo di questolavoro e discuterele potenzialia ed i problemi

connessadunapproccidi confronti appaiat) ampiament@resentaella
letteraturasull’analisistatisticadelle graduatoriedi preferenze.
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L'interesseper uno studio statisticodelle graduatorienon € nuovo,
a causadei numerosiambiti nei quali risulta utile disporredi unavalu-
tazionequantitatva dei giudizi espressdai soggettiintervistatinei con-
fronti di m > 1 alternatve, siaperquantoconcernel loro gradodi con-
cordanzaDaniels,1950; Agresti, 1977; Feigin e Cohen,1978; Tanner
e Young, 1985; Basuet al., 1999), sia relatvamentead una misuradi
distanzarispettoad unagraduatoridideale” (Mallows, 1957; Flignere
Verducci,1988; Critchlow e Verducci,1992). Lo studiodelle graduato-
rie, infatti, a secondalell’ambito nel qualesi swlge, pud concretizzarsi
in analisidellepreferenzédeiconsumatorigdegli elettori,degli spettatori,
ecc.) comenel casodelle scienzesociali, del marketing e della politica
(Taplin, 1997),maanchein strumentadi valutazioneadi situazioni,come
avviene,principalmentein medicinae psicometrigvalutazionedello sta-
dio di avanzamentali unamalattia,classificazionali radiografie di sti-
moli, ecc.).

E’ proprionell’ambitodegli studipsicometricichesi sonosviluppati
alcunitrai piu importantimetodiper'analisi di dati categorici ordinali,
soprattuttessottoformadi “modelli perconfrontiappaiati”,comenel caso
del modellodi Bradley-Terry e delle suegeneralizzazion{Davidson e
Bradley, 1969;Bradley, 1976;Stern,1990). Usualmentel'impostazione
sqyuitae stataquelladi pervenirea misuresintetichedei giudizi qualita-
tivi ordinali (ades.migliore, peggiore),espressnel confrontodi ciascuna
coppiadi oggetti,considerandd numerodi volte cheun oggettorisulta
preferito ad un altro (ad esempiocon la matricedei confronti appaiati,
Marden,1995,pp.19-20).

L’estensionelelnumeradi categorieordinaliconsiderat¢ades.molto
migliore, migliore, indifferente peggiore,molto peggiore)haprodottolo
sviluppodeimodelliad oddsproporzionali(Mc Cullagh,1980),logit per
cateorie appaiate(Agresti, 1984 pp. 216-220),stereotype(Anderson,
1984),log-log complementarerdinali (Crouchle, 1995), e log-lineari
per confrontiappaiati(Dittrich etal., 1998),mediante quali e possibile
studiarela relazionetra le covariatecaratterizzanti soggetti(raters) e i
giudizi daessiespressneiconfrontidellealternatve presentatgli. Tragli
altri, un modelloprobit ordinalea strutturagerarchicebayesiana stato
sviluppatorecentementdaBradlov e Zaslarsky (1999),peraffrontareil
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problemadelle nonrisposte.

In tale ambito,questdavoro affrontail problemadi discutereun mo-
dello cheprendelo spuntoda uno dei criteri basesecondal qualeven-
gonoformulatele graduatoriedi preferenzeln tal sensogssaosi ricollega
all'impostazioneoriginariadel modellodi Bradley-Terry, nel sensoche
la strutturaprobabilisticasviluppatavienederivatadauno schemaicon-
ducibileal meccanismalei “confronti appaiati’. Esso,inoltre, si colloca
nell’ambitodello sviluppodi modelli perl’analisi dellegametrale carat-
teristicheindividuali dei raters e le valutazioniche essiesprimono: a
differenzape, di altri lavori, la variabiledipendentenoné costituitada
giudizi ordinali di naturacategyorica, bens dai ranghiattribuiti a singoli
oggettinell’elaborazionali unagraduatoriai preferenze.

Ora, sein generald’analisi statisticadei ranghirichiedel'utilizzo di
strumentie tecnicheappropriate(Kendall e Gibbons,1990; Gibbonse
Chakraborti,1992), cio risulta maggiormentevero in fasemodellistica,
percle in tal casosi trattadi specificaree quindi stimare,modelli nei
guali la variabile dipendenteha supportodiscretoe limitato. Infatti, i
ranghiattributi am oggettidifferentiposson@ssumersoloi valoriinteri
compresinellintervallo [1, m]. Ne cons@ue che la naturadei ranghi
rende,da un lato, inappropriatoil ricorsoal modellodi regressiondi-
neare,che e formulato per variabili dipendenticon supportocontinuoe
nonlimitato, e dall’altro suggerisceli sfruttarel vantaggichela struttura
deiModelli Lineari Generalizzat{Neldere Wedderlirn, 1972)offre, sia
perflessibilitadi specificazionehein terminidi facilitadi interpretazione
deiparametri.

La strutturadell’articolo € la seguente.Nel paragrafo2 si introduce
lo schemadi riferimento(la matricedei ranghi)e si presentaun approc-
cio non parametricaall’analisi delle graduatorie Successiamentesi di-
scuteunapossibilita di modellisticaparametrica.In particolare,gli a-
spettidi naturaprobabilisticasonoillustrati nel paragrafo3, dove viene
messain luce comela genesidi unagraduatoriadi ranghipossaessere
ricondottasia al meccanismalei confronti appaiati,sia ad uno schema
tradizionaledi estrazionidaurne;gli aspettiinferenzialiedinterpretatvi
connessa tale schemasonosviluppatinel paragrafo4. Nel paragrafos
avvienela formulazionedel modellostatistico,in termini di modelloli-
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nearegeneralizzatosonosviluppatisiagli aspettinferenzialichequelli

computazionaliconnessilla massimizzazion@aumericadella funzione
di log-verosimiglianzalUnaverificaempiricadel modellog illustratanel

paragrafd in unostudiodelle preferenzerofessionaldi giovaniuniver-

sitari. Si mettonoin luce, quindi, alcuni aspetticritici dellamodellistica
illustratain termini di bont di adattamentalle distribuzioni osserate
deiranghi(paragrafor) e il miglior fitting prodottodaun diversoschema
modellistico. Una discussionelelle situazioninelle quali unatipologia

di modellorisulta preferibile all’altra & swolta nel paragrafo8, insieme
conunapropostadi naturabayesianaper riunificarei diversiapprocci
allamodellisticadellegraduatorie Alcuneconsiderazioniinali relative a

possibiliulteriori sviluppi concludonal lavoro.

2. Una misuradella quotadi gradimento

SiaR={r;;} lamatricedeiranghiil cui genericoelementa-;; rappre-
sental rangoattribuito dall’i-esimosoggettall’'oggettoj, (i = 1,2, ..., n;
j = 1,2, ...,m), in unagraduatoriache esprimel’ordine di preferenza
rispettoam alternatve.

In tuttoil lavoro siassumehenell’elaborazioneali unagraduatoriali
preferenzeperm alternatve, il rangopari ad 1 sia attribuito all’oggetto
chepiu si preferisceijl rangoparia2 aquelloimmediatamentsuccessio
in ordinedi gradimentosinoad arrivareal rangopariam perl'oggetto
menogradito.

Indichiamoinoltre, per semplicit di notazioneconr; il rangoasse-
gnatoall’oggetto; perognifissato:.

L’approccioall’analisi dei ranghiche discuteremaei paragrafisuc-
cessvi fariferimentoad unaparticolarestrutturamodellisticacheviene
sviluppataallo scopodi studiarele relazionitra le graduatorieespresse
daisingolisoggettinei confrontidi m alternatve e le variabili esplicatve
cheli caratterizzano.

Talvolta, pero, puo risultareutile disporredi uno strumentochecon-
sentaun’immediataappresentaziorgellepreferenzespressdaisoggetti
intervistati, senzgpresupporreecessariamenta specificazione stima
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di unmodello.

Lo sviluppodi un approccionon parametricall’analisidellegradua-
torie haunaduplicemotivazione.Dal puntodi vistametodologicogsso
trova fondamentan un’ottica model-feg cui si richiamanola maggior
partedei metodistatisticiperl’analisi dei ranghi(Gibbonse Chakraborti,
1992)echegarantiscenaggiorerobustezzaispettoai metodiparametrici,
in presenzali deviazionidal modelloipotizzato;d’altra parte,in termini
applicatvi, essarispondeall’esigenzadi fornire all'utenteuno strumento
di analisiimmediatoe facilmenteinterpretabile.

In questgaragrafgresentiamainindicatoresinteticodelgradimento
riscossadaciascunali m alternatve: essoe daconsiderarsnonparame-
trico nelsensaheprescindalaogniipotesisulladistribuzionedeiranghi
e da ogni impianto modellistico. Successiamente,mostreremda re-
lazioneche esistetra questoindicatorenon parametricoe le misureri-
cavatedal modelloillustratonei paragrafseguenti.

Setra m alternatve un oggetto; risulta quello maggiormentegra-
dito datutti gli n soggetti,allora essoricevera semprerangopari ad 1
e, di consguenza,la sommat; dei ranghiad essoattribuiti sa& pari
an. Viceversasel'oggettoin questioned quellomenogradito,la somma
t; deisuoiranghirisulteraparian x m.

Al fine di ottenereun indicatorerelativo della quotadi gradimento
riscossalaogni oggettoe possibile quindi, considerardé rapporto

_nm—t;  m-—T

T = =
J nm-—n m—1

dover; rappresentta mediacampionariadeiranghiassgnatiall’oggetto
j. TalerapportovariatraO ed1 edesprimejn mododiretto, la percentuale
di gradimentaispettoal massimachespettaad ognunodegli m oggetti.

A taleriguardosi puo ancheproporreunindicatorenormalizzatadella
quotadi gradimentache,quindi, risulter: 7} = [(nm —1t;)/(nm—n)]xc
dove ¢ = 2/m & unacostantenecessariaffinché 7" | 77 = 1. Tale
indicevariatra 0 (Qquandot;=nm) e 2/m (quandoi,;=n): nelprimo caso
all'oggettoj competeunaquotanulladi gradimentomentrenel secondo
casola quotae massimaNel seguito ci limiteremoa discuteresviluppie
risultati relatvi soltantoallindice ;.
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Evidentementel/indice introdottopud esserecalcolatosui ranghie-
spressidasottoinsiemidistinti (ad esempiopersessoyellapopolazione
dei raters, consentendauindi I'indi viduazionedelle caratteristichedei
soggettiche determinandl presentarsdi unagraduatorigpiuttostoche
un’altra.

In effetti 'analisi dellerelazionieventualmentesistentira caratteri-
stichedei raters e graduatorieespresseuo e deve esserecondottain
modo piu articolato mediantela formulazionedi una appropriatamo-
dellistica,comeillustreremonei paragrafsuccessii.

3. La struttura probabilistica

Come abbiamoevidenziatoin precedenzdparagrafol), uno degli
schempiu ricorrentinellaletteraturastatisticasull’analisidellegraduato-
rie eil cosiddettaneccanismalei confrontiappaiati.Essohaun duplice
fondamentali naturaconcettuales probabilistica.

Infatti, daun puntodi vistainterpretatvo, € lecito ipotizzareche,per
ciascunsoggetto,l'attribuzione del rangor; ad un genericooggetto;
richiedaun meccanismapiu 0 menoesplicito,mediantel qualel’oggetto
vienemessa confrontoconle m — 1 alternatve, al fine di stabilirela sua
collocazionenellagraduatoria.

In particolarejl risultatodi ogni confrontotra l'oggettoin questione
ei rimanentim — 1 si concretizzanellasceltao menodell’'oggettoconsi-
derato.Sel’'oggetto; risultascelto(preferito)in tutti gli m — 1 confronti,
allora essoviene collocatoal primo postodella graduatoriacon rango
pariadl. Comeavvienenellaletteraturasui confrontiappaiati siassume
chegli m—1 confrontidell’oggettoj conle alternatve sianomutuamente
indipendent(adesempioBradley, 1969;Dittrich, 1998).

Introduciamogquindi, la variabileindicatriceW;; cheesprimeil risul-
tatodel confrontotral’'oggetto; el'oggettoh:

Win =0, sel'oggetto e preferitoall’oggettoh
Win =1, sel’'oggettoj non e preferitoall'oggettos .

La variabileindicatrice W;;, € quindi una variabile casualeg(v.c.) di
Bernoulli,conparametrap; = Pr(Wj, = 1). Ovviamente}¥;; = 1, con
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probabilita pari ad 1, percle e certochel’'oggetto j non e preferitoa se
medesimo.

Si noti che per le ipotesifatte, le v.c. W;, e Wy, (V b # k)sono
mutuamenténdipendentiAllora, la variabilecasualesomma:

Sj = Zth

h#j

e distribuita comeunav.c. Binomiale,con parametri(m — 1,1, ) e con
distribuzionedi probabilita

-1
Pr(s; = s) = (ms )¢;(1 ), $=0,1, oy m— 1,

Lav.c. S; assume valori0, 1, 2,..., m — 1,asecondahel’oggetto
J risulti preferitoin tutti i confronticongli altri m — 1 oggetti,in tutti i
confrontimenol, in tutti i confrontimenoz2, ..., in nessunaegli m — 1
confronti. Essapud quindi esseranterpretatacomeil numerodi “fal-
limenti” chel'oggetto j; subiscedurantela suacollocazionein unagra-
duatoriadi preferenzeSel'oggettoj nonsubiscealcunfallimento,viene
collocatoal primo postodellagraduatoriar; = 1), sesubisceun falli-
mentoe collocatoal secondgosto(r; = 2), e cod viafino all'’ m-esimo
posto(r; = m) dove si collocaquell’'oggettochein ognunodegli m — 1
confrontirisultaesserenon preferito.

E’ naturalequindi definirela variabile generatricedei ranghieffetti-
vamenteossenrati come:

Ry=S;+1. 1)

Perciascuri-esimosoggettojl rangor; attribuito all'oggettoy risulta
dunqueessergealizzazionadi unav.c. “Binomiale traslata’R;, conla
segguentedistribuzionedi probabilit:

Pr(R;=r) = (T__11>¢;—1(1 — )™, r=1,2,...,m. (2)

Talev.c.,coerentementeonla naturadei ranghi,assume soli valori
11, 2,..,m].
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Il calcoloricorsivo delle probabilith avviene agevolmentetramitele
seyuentiespressioni:

Pr(Rj=r+1)= (li_pzp]) (=) Pr(Rj=r), r=12,..,m—1.

Mostriamoora comela v.c. Binomialetraslatal?; possaesseralefinita
anchea partiredaunoschemali estraziondi pallinedaurne.

A talescoposi considerinan alternatve: A;, Ay, ..., A,,, edm urne:
Ui, Us,...,U,,. Fissataunaspecificaalternatva A;, le m urne hannola
seguentecomposizione:

e l'urnaU; € compostaesclusvamentadapallinediverseda 4;;

e l'urna U, e compostada palline A; con frequenzarelativa pari a
y;, edapalline 4, confrequenzal—vy;, (h=1,2,...,5—1,5+
1,...,m).

La prova consistenell’estrarreunapallinada ciascunaurna;il risul-
tatodi ogni sottoprova (estrazionelall’'urnah = 1, 2, ..., m) € rappresen-
tatodaunavariabilecasualeli Bernoulli Vj:

Vin =10, sesi verificaA;;
Vin =1, senon si verifica4;.
Evidentementéa v.c. V;; € degenerepercle nell’estrazionedall’'urna
U;, 'evento{nonsiverificaA4;} haprobabili&iy; = 1.

Allora i ranghi osserati per un’alternatva A; possonocesserecon-
sideratirealizzaziondellav.c. R;:

Rj=) Vi
h=1

cheassume valori[1, 2, ...,m].
E’ immediatonotarechetale variabilee del tutto equivalentea quella
definitanell’espressionél) comerisultatodel meccanismalei confronti
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appaiaticonla medesimalistribuzionedi probabilit riportatanella(2).

Lo schemapropostoperil rangoattribuito ad un oggetto;j, pud im-
mediatamentessereestesall’intera matricedei ranghiR.
In particolareperciascunaigadellamatriceR, € possibilescrivere:

dove 1 rappresentd vettoreunitario di m elementi,e W € la matrice
(m x m) conelementayenericow,y, realizzazionalellavariabileindica-
trice W;, precedentementetrodotta.Talematriceesprimeper!’ i-esimo
soggettal risultatodei confrontitra coppiedi oggettichedeterminanal

rangoattribuito all’'oggettoj. Applicandola (3) a tutti gli n soggetti,si
ottengonde n righedellamatriceR.

Ciascunariga di tale matricee evidentementecostituitada unaper
mutazionedei primi m numeriinteri. Tale permutazione il risultatodel
meccanismali confronti appaiatiprecedentementdescritto; ma e an-
cheverochei giudizi di valorechedeterminanal risultatodei confronti
nonsonobasatisolo su criteri oggettvi, maanchesoggettvi (gusti, pre-
ferenze,ecc.). Pertale motivo sa@a importantesviluppareunastruttura
modellistica(paragrafd) checonsentali metteren relazionde caratte-
risticheindividuali di ciascunsoggettce la permutazionéla graduatoria)
dalui espressa.

Preliminarmentaffrontiamoalcuneproblematicheonnessal signi-
ficatodel parametrap;, caratterizzantéa v.c. Binomialetraslata.

4. Inferenzaper la distribuzionedeiranghi

Perla v.c. Binomialetraslata)’andamentadelladistribuzionedi pro-
babilita (monotonocrescenteglecrescentegampanularedlipendedal va-
lore del parametrap;.

In particolare si noti cheesisteunarelazioneinversatrail parametro
y; elaprobabili.chel'oggetto; siaquellomaggiormentgreferito,cioe
Pr(R; =1). Infattisey; — 0,alloraPr(R; =1) — 1, e,viceversase
¥; — 1, allora Pr(R; = 1) — 0. Cio significacheil parametroy;
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deve esserenterpretataccomeunamisura di nongradimentqgoerl’oggetto
J. Infatti al cresceredi ;, diminuiscela probabilita che I'oggetto in
guestionesiacollocatoal primo postodellagraduatoria.

Talerelazionepud esseresplicitataanchein termini di valoremedio
dellav.c. R;. Dalla (1), infatti, si ricavaimmediatamentehe:

Var(R;) = Var(S;) = (m — 1)h;(1 — ;).

Ne consgue che quandoy; — 0, E(R;)— 1, e viceversaquando
; — 1, alloralE(R;) — m; quindiin corrispondenzalel valore mas-
simoperil parameto di nongradimentgsi haun valoreattesadel rango
pari am, (I'ultimo postodella graduatoria).Si noti, inoltre, chein cor-
rispondenzali valori estremiperil parametrap; (;=0 oppurey;=1), la
v.c. R; divienedegenereconmassali probabilitiinteramentelistribuita
suivalori 1 e m, rispettvamente.

Sianory, 94, ..., Tp; 1 ranghiosserati in un campionedi n soggetti
perl'oggettoj. Poicte Pr(R; = 1) = (1 — ;)™ !, € possibileottenere
unostimatoreniziale consistenteli ¢); considerandéa frequenzaelativa
fi; concui I'oggetto j haottenutorangopari ad 1. Infatti, medianteil
metododei momenti,si ha:

L —=)™ " = fy

dacuirisulta:
=1 o
j=1—exp| ——log(fi;) |-
Ne sgueche:
sefi; = 0, alloragh; — 1;
sefi; —+ 1, alloray; — 0;
sefi; — (1/2)™ 4, alloratyy; — 1/2;

coerentementeonl'interpretazionedi ¢»; comeparameto di nongradi-
mentoperl’oggetto;.
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La funzionedi log-verosimiglianzasullabasedel modelloprobabili-
sticointrodotto,risulta:

n

logL(1;;15) o< Z(rij Dlog(;) + Z — rij)log(1 — ;).

i=1
POStOTj = Z?:l(rij) eRj = Tj/n, si ha:
logL(yy) ox (Tj —n)log(yy) + (mn — Ty)log(L — 1) =
= n(R; — 1)log(¢;) + n(m — R;)log(1 — ¢;).
Pertanto]o stimatoredi massimaverosimiglianzaisulta:

. R, -1
Yiomvy = WZ — 4)

che si dimostraesserenon distorto per ;. Si noti chelo stimatoredi
massimaverosimiglianzaper v; e unatrasformaziondinearedellav.c.
rangomedio R; attribuito all’'oggetto;.

E’ possibile,inoltre, ricavare unarelazionetra il parametroy;, e
I'indicatoredellaquotadi gradimentar; introdottonel paragrafd?.

Infatti, nell’ottica del campionamentapetuto,consideranda; come
realizzazionalellav.c. II;, si ha:

nm—E(T;)  nm—nl(m—1); +1]

E(1;) = nm—n] - n(m — 1)

dacui, infine:
E(IL;) =1 — ;.
Del resto,in virtu della(4), si haanche:
Biomvy = 1 =11,
dacui, perla nondistorsionedi ¢; vy, risultaE(I1;) = 1 — ¢;.

Il valor mediodellaquotadi gradimentaelativo E(I1,) risultaquindi
inversamenteollegatoal parametrap,: cio e coerenteonl’interpretazione
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chesi eradatadi v; in termini di misua di non gradimento Infatti,
guantomaggioree il non gradimentoper I'oggetto j, tantominore ¢ la
quotadi preferenzache gli compete,e viceversagquantomaggioree il
gradimento.

Persottoporreaverificaun’ipotesinullarelatvaal parametra); caratte-
rizzantela distribuzionedei ranghi R; e possibileprocederenediantell
testdelrapportodi verosimiglianzaln particolare perverificarel’ipotesi
Hy : vp; = 1o controH; : ¢; # 1, derviamola statistica-testlel rap-
portodi verosimiglianzaperla quale(sottocondizionidi regolarita) vale
il Teoremeadi Wilks:

—2log(A) = —2[logLy — logLpv] 4 Xt

dove £y e Ly indicanorispettvamentee funzioni di verosimiglianza

calcolatein v; = ;0 €in ¥; = Y.
Poicte:

logCyry o< n(R; — 1)log(R; — 1) + n(m — R;)log(m — R;) +
—n(m — 1)log(m — 1),

logLo ox n(R; — 1)log(¥j0) + n(m — Rj)log(1 — 1j),

mediantealcuni passagge possibilepenenire alla seguenteregione di
rifiuto per Hy:

(R;—1) = (m—R;) 2

R, — 1\ — R, d X{a:
(%) (Fr)  ze (5 mene

'@[}]0 1 '@[}]0 2n

Ora,la funzione

f(R)) = (Rj—1)log(R; — 1) — (R; — 1)log(sh0) +
+(m — Rj)log(m — R;) — (m — R;)log(1 — ;)

hail suominimoin corrispondenzdi R; = 1;o(m—1)+1, edé simmet-
ricarispettoadessoneconsguechela regionecritica perlipotesi nulla
Hy 1 ; = ;o controH, : 1; # 1o Pud essereespressanchecome:

{r:| Rj — vjo(m —1) = 1> ca},
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doveil valorecritico ¢, dipendedal numerodi osserazionin e dal nu-
merodi alternatve m utilizzateperformularela graduatoria.

5. Un modellologit perle graduatorie

Al fine di studiare’eventualdegametrale caratteristicheilevatesui
raters e le graduatoriecheessiesprimonoja modellizzazionalei ranghi
puod avvenirespecificandainarelaziondunzionaletrale variabili esplica-
tive Xy, Xy, ..., X,, (rilevatesuogni soggetto)j cui valori sonocontenuti
nellamatrice X e il parametrop;, cheesprimela misuradi non gradi-
mento. Pertale scopo,e naturalericorrerealla strutturadei Modelli Li-
neari Generalizzatiadottandoun’opportunafunzionelegametra il pre-
dittorelineare X 8 eil parametrap;. In particolaree utile il ricorsoalla

funzionelegamelogit
¥y )
log{ ——— ) =X 5
g (1 oy B (5)

siaperla naturadelle variabili coinvolte (“Binomiale traslata”)siaperla
facilitadi interpretazion@ei parametrichenederiva.

In virtu dellarelazione precedentementesplicitatatrail parametro
; e il valor medioE(R;) dellav.c. rango,adottandda specificazione
propriadi un modellologit si pervienealla seguenteespressione:

€X’3

da cui emepge cheil valore mediodi R; cresceall’aumentaredel va-
lore del predittorelineare X 3. In particolare ¢ possibileindividuarela
segyuentecorrispondenza:

seXf = —o0 alloraE(R;) — 1
seXB — 0 alloraE(R;) — ™!
seXf — +oo alloraE(R;) — m

Di consguenza,quandoil coeficiente 8, ha un segno positvo si-
gnifica che, se aumentail valore della variabile esplicatva X (K =
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1,2,..,p), peggiorail gradimentoper 'oggettoj (il rangomediotende
am); viceversa,un segyno negativo di 3, comportache ad incrementi
dellarelativa variabileesplicatva corrispondainadiminuzonedel valore
delrangomedio,e quindiun’accresciutgreferenzgerl’oggettoin que-
stione.

Si noti chepoiche

1 Pr(Rj=m)\ _ V; _
m—llog<P7"(éj=1)>_log<1—]¢j>_Xﬁ’

e possibileinterpretare coeficienti 3 delmodelloin terminidi logaritmo
degli oddsratio (OR). Peb a differenzadella specificazionétipica” dei
modelli logit (McCullaghe Nelder 1989),in questocasogli odds non
sonodefiniti come Pr(A)/(1 — Pr(A)), bens comeil rapportotra le
probabiligdel verificarsidi ranghiestremi,Pr(R; = m) e Pr(R; = 1),
conunalogicapiu vicinaaquelladeilogit per“categorie adiacenti’o “a
rapportocontinuo”, adoperatiper rispostecatgyoricheordinali (Agresti,
1984).

In particolare,in presenzadi un predittorelinearedi primo grado
(XB = By + £1.X), il log — odds ratio corrispondentadunincremento
unitariodellacovariataX risulta:

_ Pr(R; = m|z + 1) Pr(R; = m|z)\1 _
log(OF) = log[( Pr(R; =1z + 1) ) / ( Pr(R; = 1|z) )] = b

Pertanto,il parametrog; misuracome varia la probabilita di non
gradireaffattol’oggettoy rispettoallaprobabilitidi attribuirgli preferenza
massimaguandoc’e un incrementounitario della variabile esplicatva
X.

L'interpretazionedei coeficienti non mutain presenzali p variabili
esplicatve, purcte sia effettuataa parita di condizionidellealtrep — 1
covariate.

Sianory;, ryj..., Tpy, 1 valori campionaridei ranghi attribuiti da n
soggettiad un genericooggettoj, nella formulazionedi unagraduato-
ria di preferenzeversom oggetti.

In virtu della specificazioneadottatanella (5) il contributo dell’s-
esimaunita allafunzionedi logverosimiglianza il seguente:

logLi(B; i, ;) = (rij — 1)(2;8) — (m — 1)log(1 + €*P),
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dove conx; abbiamandicatola :-esimariga dellamatrice X, contenente
i valoridellep variabiliesplicatve perl’ i-esimosoggettdi = 1,2, ..., n).

Le stimedi massimaverosimiglianzaleiparametriby, 51, ..., 8, Si ot-
tengonomedianteunamassimizzazionaumericadellafunzionedi log-
verosimiglianzgconalgoritmidi ottimizzazionetipo Newton-Raphson).

Allo scopodi migliorarela corvergenzadi tali algoritmi, divieneim-
portanteun’appropriatandividuazionedeivaloriiniziali dei parametrida
implementareellaroutine di ottimizzazione.

Un'utile stratgyia pud esserda seguente Sfruttandda relazione:

e possibilescrivere:

Tz'j—l_ e“”'ﬁ
m—1 14 B

dove abbiamosostituitoal valor mediodel rangoE(R; | X = ;) Il
rangoosserator;;.
Medianteagevoli passaggisi pervienealla segguenterelazione:

log ( ni ) = z,8,
m—rij

per cui i valori iniziali delle stime dei parametripossongesserettenuti
comesoluzionidei Minimi Quadratidi

r;= XB+e
dove gli elementidi r} sonor}; = log (;J_—f]) i=1,2,..,n.

Per guantoriguarda,invece,il modellonullo, e possibilepenenire
ad un’espressionesplicitadello stimatoredel parametra3,, cherisulta
essere:

A R.—1
= J__}.
By Og<m—Rj>
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6. Un’analisi delleaspettatie professionali

Un contestmel qualepiu volte si € sviluppatd’analisi statisticadelle
preferenze2 quello della valutazionedel prestigiodelle professioni(ad
esempid~eigine Cohen,1978;Flignere Verducci,1988;Marden,1992).

In questoparagrafo,illustriamo i risultati ottenuti duranteuno stu-
dio relativo alle “aspettatve” professionaldi n = 183 giovani, studenti
universitaridella Facol& di ScienzePolitiche. Le aspettatie professio-
nali vannointesein terminidi preferenzechegli studentihannoespresso
nei confronti di 14 differenti professioni. Infatti, ad ognunodi loro &
stato propostoun questionarionel quale erarichiestodi elaborareuna
graduatoriajn ordinedi preferenzadi 14 professionichegeneralmente
sonoritenutedegli “sbocchinaturali” peri laureatiin ScienzePolitiche.
Su ciascunaostudentesonostateancherilevate informazioniindividual
(sessoeta, hobbiesprofessionalel capofimiglia,ecc.),in mododapoter
analizzarde relazionitra caratteristich@legli individui e tipologiadi pre-
ferenzeespressa.

6.1 Analisi esplorativadelle graduatorie

| risultati dell’analisi hannomessoin luce numeroserelazioni esi-
stentitra le caratteristichesoggettve e il gradimentoversole professioni
prospettate.

L’analisi delle graduatoriedi preferenzeper le 14 professionie stata
innanzituttocondottain modo non parametrico,cioe prescindendala
strutturedi tipo modellistico. L'attenzione dunque ¢ statainizialmente
concentrataullasintesidei ranghiattributi ad ogni professione.

In particolare,e statacalcolatala quotadi preferibilita relatva (r;)
che competealle singoleprofessioni,distinguenddra i ranghiattribuiti
daiMaschi(n=91) e quelli attribuiti dalle Femming(n=92) (Tabellal).

Emege un nucleodi 4 professionicherisultanole piu graditesiadai
Maschi che dalle Femmine(Giornalismo, PubblicheRelazioni, Diplo-
maziae Marketing): ad ognunadi essacompeteunaquotadi gradimento
sempresuperioreal 55%. In particolare,nei Maschiil Giornalismoha
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unaquotadi preferibilita che rappresental 74% della quotamassima
teoricadi preferenzg2/m=0.1428),datom; nelle Femmine,invece,la
guotamaggioredi preferenzeva alle PubblicheRelazioni(75% del mas-
simo). Una sostanzialeomogenei esisteancheper le professioniche
si collocanoin unaposizioneintermedia,cioe dove il valoredell'indice
7; Si attestaintorno a 1/2; a tal propositova segnalatala differentecol-
locazione nei duesessi,delle attivita di ConsulenzaPerle professioni
menograditesi evidenziala diversapreferenzeche Maschie Femmine
hannoper/'attivita Politicae Sindacatochenei primi riscuoteunaquota
di gradimentorelativo pari al 57%, mentrenelle seconde pari solo al
33%.

Tabellal. Quotedi preferibilita relativaper le 14 professioni

MASCHI e FEMMINE e

Giornalismo 0.7399|| Pubbl. Relaz. 0.7483
Diplomazia 0.7119|| Giornalismo 0.7280
Pubbl. Relaz. 0.5936| Marketing 0.7238
Marketing 0.5838|| Diplomazia 0.6279

Politicae Sind. | 0.5677 | Pubbl. Ammin. | 0.5775
Imprenditoria 0.5369| Imprenditoria 0.4963

Pubbl. Ammin. | 0.5229| Consulenza 0.4529
Editoria 0.4550|| Editoria 0.4501
FinanzaeCred. | 0.4389|| FinanzaeCred. | 0.4354
Insegnamento 0.4060|| Ricerca 0.3857
Ricerca 0.3948| Insegnamento 03619

Consulenza 0.3843|| Commercialista | 0.3514

Commercialista | 0.3577| Assicurazioni 0.3304
Assicurazioni 0.3059|| Politica e Sind. | 0.3297

6.2 Analisi modellisticadelle graduatorie

Vediamooracome purtrovandocin unasituazionenellaqualem=14
apparepiuttostoelevato per rendereplausibile un meccanismali con-
fronti appaiatijl modellosviluppatoneiprecedentparagrafpossaffrire
utili interpretazionseesaminataell’ottica dei Modelli Lineari Genera-
lizzati.
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A talfine,lo studiodelledifferenzeemersenell’analisicondottasinora
e numerosiltri aspettisonostatiquindiapprofonditimediantaun’analisi
di tipo modellistico,mettendoin relazionele caratteristichandividuali
degli intervistaticonle graduatoriedaessiespresse.

Evidentementelalla Tabellal emege chel'attivitadi PubblicheRe-
lazioniriscuoteundiversogradimentalaiMaschie dalle Femmine.Indi-
viduato,dunqudl Sessa@omevariabileesplicatva,i valoridellafunzione
di log-verosimiglianzgperi modelli nullo, stimatoe saturorisultano:

Ly = —1506.5 Lg=—1474.0 L, = —1156.0.

Le stimedeiparametrbttenuteconil metododellamassimaverosimi-
glianzasono:

Tabella2. Modellodelle prefelenzeper “Pubbliche Relazioni”

Variabili Stime | Err.stand. | Testasint.| p-valori
Costante] —0.3781 0.0593| —6.3800| 0.0000
Sesso | —0.7116 0.0892| —7.9800| 0.0000

Quindi,il modellostimatoperi ranghiattribuiti alla professiond”ub-
bliche Relazioni,in funzionedellavariabiledicotomicaSessqD=0 peri
Maschi,D=1 perle Femmine)yisultail seguente:

13
E(R) =1
(B) =1+ (1 T eap[—(—0.3781-0.7116 Di)]>
dacui si ottiene: E(R|D=0)= 6.2857 e E(R|D=1)= 4.2717. Nellagra-
duatoriadelle preferenze)e femmine collocanol'attivita di Pubbliche
Relazionimediamentelueposizionipiu in alto di quantofannoi Maschi.
Inoltre, la quanti&

exp(f1) = exp(—0.7116) = 0.4908

indicacheil “non gradimentoperle PubblicheRelazionidiminuiscedel
51% passandala Maschia Femmine. Ovvero, nelle Femminela pro-
babilita di preferirele PubblicheRelazionie piu che doppiarispettoai
Maschi(1/0.4908=2.0375).

190



Semprerelatvamentealla variabile Sessola Tabellal mettein luce
un notevole differenzanell’atteggiamentoversol’attivitadi Consulenza.
In tal casole stimedei parametrrisultano:

Tabella3. Modellodelle prefeenzeper “Consulenza”

Variabili Stime | Err.stand. | Testasint.| p-valori
Costante| 0.4699 0.0597 7.8670| 0.0000
Sesso | —0.2820 0.0833| —3.3854| 0.0004

Ne discendechel'avversioneper le attivita di Consulenzanel pas-
saggioda Maschi a Femmine,diminuiscedi circail 25% (exp(f:)
exp(—0.2820) = 0.7543).

Perl'attivita di Ricerca,e risultatasignificatva la variabile“Numero
di libri nonscolasticiletti durantel’'ultimo anno”, che puo essereonsi-
derataunaproxydellavivacitadi interessiculturalidell’intervistato.

| valori della funzionedi log-verosimiglianzadei modelli nullo, sti-
matoe saturosonorisultati:

Ly =—1591.04 Lg = —1575.52 L, =—1155.77.

Le stimedi massimaverosimiglianzalei parametrisonole sgyuenti:

Tabella4. Modellodelle prefeenzeper “Ricerca”

Variabili Stime | Err.stand. | Testasint. | p-valori
Costante 0.6541 0.0578| 11.3207| 0.0000
N° libri letti | —0.0522 0.0100| —-5.2187| 0.0000

| valori stimati mostranoche il gradimentoper le attivita legateal
mondodellaricercacresceall’aumentaredel numerodi libri non scola-
stici letti. In particolare,il valoreezp(8:) = exp(-0.0522=0.9491si-
gnificacheperognilibro lettoin piu il “non gradimento”perla Ricerca
diminuiscedi circail 5%.

Mostriamo,infine,i risultati ottenutiperl’attivitaPoliticae Sindacato.
L’analisi dei ranghiespressda Maschie Femmineha gia evidenzia-
to la maggiorepreferenzachei primi accordanaa tale tipo di attivita.
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La specificazionanodellisticaha messaoin luce anchel’esistenzadi al-
tre variabili esplicatve significatve in terminidi gradimentger/attivita
politica. Essesonorisultate,in aggiuntaal Sesso, I'Eta e la variabile
dicotomicacheindicaseil capoamigliaesercitio menola LiberaProfes-
sione(LP=0no, LP=1si).

| valori dellafunzionedi log-verosimiglianzanei modelli nullo, sti-
matoe saturosono:

Ly = —1636.15 Lz = —1548.69 L, = —909.13.
Le stimedi massimaverosimiglianzasonole seguenti:

Tabella5. Modellodelle prefeenzeper “P olitica e Sindacato”

Variabili Stime | Err.stand. | Testasint. | p-valori
Costante | —1.7136 0.3679| —4.6572| 0.0000
Sesso 1.0137 0.0860| 11.7894| 0.0000
Eta 0.0654 0.0174 3.7662| 0.0001
Lib. Prof. | 0.6400 0.1465 4.3685| 0.0000

Il segno positivo delle stime dei coeficienti corrispondentialle tre
variabili esplicatve esprimecheil “non gradimento’perlattivitapolitica
aumentgassandala Maschia Femmine conl'eta, e in queisoggettiil
cui capohmigliaesercitda liberaprofessioneln particolare nelle Fem-
mine I odds-ratio di “non gradimento”e circail triplo che nei Maschi
(exp(1.0137)=2.7558);quanddl capofimigliaeliberoprofessionistd od-
ds-ratio di “non gradimento’e circail doppio(ezp(0.64)=1.8965)infine,
perogniincrementaunitariodell’eta, si haun aumentaell’odds-@atio di
“non gradimento’pariacircail 7% (exp(0.0654)= 1.0676).

Poicte unadelle variabili esplicatve (Eta) € continuae possibilerap-
presentargraficamentéandamentalel valor mediodel rango attribuito
alla professionePolitica e Sindacato,in funzione dell’Eta, per profili
differentidei soggetti(cioe, per diversivalori delle altre due variabili e-
splicative dicotomiche).

DallaFigural emegecomela preferenzgerlattivitapoliticadiminui-
scaconl’Eta(il rangomediotendea14); nell'interpretazioneli talerisul-
tatova,comunquegonsiderat@hele stimesonostateottenutesuuncam-
pionedi giovaniuniversitaridel primo annodi corso,peri qualiil campo

192



di variazionedella variabile Eta risulta piuttostoristretto (generalmente
19-22anni).

Negli Uomini il rangomedio attribuito alla Politica € sempreinfe-
riore chenelle Donne,segno quindi di un maggioregradimento;infine,
coloro chehannoun capofimiglia libero professionistgLP=1) attribui-
scono,a prescinderalal sessoall’attivita politica un rangosistematica-
mentemaggioredi quelli il cui capofimiglianon esercitala libera pro-
fessione(LP=0): nelle graduatoriedi preferenzequindi, la Politica si
collocapiu in alto seil capofimiglianone libero professionista.

Valor medio del Rango
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Figura 1. Valor mediodei ranghiper I'attivit a politica
e sindacalein funzionedell’Eta
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7. Alcuni aspetticritici

Abbiamoillustrato sinoraunapossibilemodellizzazionelei ranghi,
derivanteda unastrutturadi confronti appaiatitra piu alternatve. Tale
strutturasi traducein un modelloprobabilisticoprima, e statisticopoi, i
cui parametrisonoimmediatamente facilmenteinterpretabiliin termini
di analisidelle preferenze.

Purtuttavia € innegabilecheil meccanismalei confrontiappaiatisia
difficilmentegiustificabilein situazioninellequalila graduatorigesprime
I'ordine di preferenzdram alternatve, conm elevato. Infatti, il numero
di confrontie pariam(m — 1) /2, percui diventasemprepiu difficilmente
praticabileal crescerali m.

In tali situazioniapparemaggiormenteplausibileun diversomecca-
nismodi elaborazionelelle graduatorieln particolare ¢ lecito assumere
cheil processdli formulazionedi unagraduatoriagvvengaindividuando
innanzituttol’oggettopreferitotram, al qualesi attribuiscerangopari ad
1, poi 'oggetto preferitotrai rimanentim—1, al qualevarango2, e cod
via, sinoall’'ultimo oggetto,cheevidentementeiceve rangopariam.

Tale meccanismae riconducibilead un’estrazionesenzaripetizione
di palline daun’urna. In particolare,per uno specificooggettoj, data
un’urnache contieneB; palline bianchee m — 1 palline non bianche,
consideriamda prova consistentaell’estrarresenzaipetizioneunapal-
lina pervolta dall’'urnasino a cheescapallinabiancaperla primavolta.
La v.c. R; e definitacomeil numerodi estrazionioccorrentiaffinché
si verifichi pallina biancaper la prima volta. Essacostituisceun caso
particolaredellav.c. Ipegeometricanversa(lGl), R; ~ IGI(B;, m),
ampiamentetudiatain Guenther1975.

E’ possibile(D’Elia, 1999)quindiconsiderareéranghiosseratir ;, ry;,
..., Tnj Perunospecificooggettoj comerealizzaziondi unan-upladi v.c.
Ipergeometrichanverse,indipendentie identicamentedistribuite, il cui
parametraB; e interpretabilecomemisuradi preferenzegerl'oggetto;.
Sfruttandotale strutturaprobabilisticasi pervienead un modellolineare
generalizzatperi ranghi(D’Elia, 2000),chepresentanalogdlessibilita
eimmediatezzali interpretazionelel modellodei confrontiappaiatillu-
stratoin questdavoro.

194



La distribuzionedi probabilita dellav.c. Ipergeometricainversaha
andamentanonotonodecrescentecostante monotonocrescentea se-
condacheil parametraB; siamaggioreugualeo minoreal. In termini
di bonta di adattamentaille distribuzioni osseratedei ranghi,questoa-
spettopud sembrarainlimite di talemodellorispettoallaflessibilitadello
schemalei confrontiappaiatibasatcsullav.c. Binomialetraslata.

In realta'evidenzaempiricacheorapresentiam@embranegaretale
limite. Nellefigure2 e3 &,infatti, illustratol’adattamentaleiduemodelli
probabilistici(Binomialetraslatae Ipergeometricanversa)ai ranghios-
senati nell’analisidelle preferenzgrofessional(paragrafd®) e ai ranghi
rilevati in unadiversaindaginesulle preferenzesersol12 colori (D’Elia,
2000).

Figura 2a. Adattamentalellav.c. Binomialetraslataalle
distribuzioniosservatealei ranghiper le professioni
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Figura 2b. Adattamentalellav.c. Ipergeometricanversaalle
distribuzioniosservatealei ranghiper le professioni
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Figura 3a. Adattamentalellav.c. Binomialetraslataalle
distribuzioniosservataleiranghiperi colori
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Figura 3b. Adattamentalellav.c. Ipergeometricanversaalle
distribuzioniosservataleiranghiperi colori
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Pur trattandosidi popolazionidistinte e di fenomeniprofondamente
differenti, le figure mettonoin luce chele distribuzioni dei ranghisono
sostanzialmentdi tretipologie: decrescenteostantecrescenteNe con-
seguecheil modellobasatosullav.c. Ipemgeometricanversamostraun
migliore adattamentalle distribuzioni osserate. Cid probabilmente2
dovutoall'inadeguatezzalel meccanismalei confrontiappaiatia rappre-
sentarel processali elaborazioneli unagraduatoriaquandaom e elevato
(Figura2: m=14; Figura3: m=12).

8. Ulteriori sviluppi

L'evidenzaprodottanel paragrafo7 ha messoin luce che esistono
situazioninellequali il modellodervantedallo schemadei confrontiap-
paiati nonrisulta adeyuatoa rappresentarta realé delle preferenzeos-
senate.

D’altra partenon si pud negareche il modelloillustrato in questo
lavoro abbiaunasuaplausibilitain situazioninelle qualiil numerodi al-
ternatve dametterein graduatorianon e elevato. In particolareessopud
risultareuno schemaadayuatoa rappresentarka distribuzionedeiranghi
assg@nati ad un oggettoj, quandoper essonon sonopresentiatteygia-
menti di forte gradimentoo forte repulsione:in tal caso,infatti, il mo-
dello probabilisticodellav.c. Binomialetraslatadovrebbebenaddattarsi
al’addensamentdella massadi probabilit in corrispondenzai valori
intermedideiranghi.

Inoltre, gli sviluppideiparagrafprecedenthannomostratacheil mo-
dellobasatesuiconfrontiappaiatrisultacoerenten terminiprobabilistico-
inferenzialied utile in quantomodellolinearegeneralizzatger I'analisi
dellegraduatorie.

Emege quindi la necessi di valutarela possibilita di perveniread
un unico schemache coniughila diversaflessibilita dei due modelli nel
rappresentareprocessti elaborazioneali graduatoriedi preferenze.

A talepropositonotiamochela modellisticadeiconfrontiappaiatipuo
essergicondottaad uno schemapiu generalecui appartiene&comecaso
particolareanchell modelloperi ranghibasatcsullav.c. Ipergeometrica
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inversa.

Infatti, si considerila v.c. S; (paragrafa3), distribuita comeunav.c.
Binomialedi parametriim — 1, v;) e si assumaheil parametra); sia
realizzazioneli unav.c. ¥; distribuita comeunav.c. Betadi parametri
(1, By), B; > 0. Allora la distribuzionemaginaledi S; risulta(Guenther
1975):

(m— 1) BiT(1+s)l(m—14B;j—s) _

—14B;—s—1 B;—1
— (Mt /m+ T s=0,1,..m— 1.
m—1—s m—1

Poicteperla (1) S; = R; — 1, sihainfine:

B, —r—1 B, —1
PT(Rj:r):<m+m]_TT )/(m;—]l ) r=12,..m

chee la distribuzionedi probabilita di unav.c. Ipergeometricanversa,
conparametr(B;, m).

Cio significachei modelli per le graduatoriebasatisullav.c. Bino-
mialetraslatae sullav.c. Ipergeometricanversgposson@ssereicondotti
ad un unicoschemageneratorenel qualeun ruolo determinante swlto
dalladistribuzionechesiipotizzaperil parameto di nongradimentoy;,
in basealle informazionichesi hannosul fenomendcstudiato.

9. Considerazionfinali

Numerosisonoi contestineiqualil’analisi statisticadellegraduatorie
ordinatedi preferenzeespresséasoggetticon caratteristichalifferenti,
risultaun utile strumentadi indagine.Attraversoessajnfatti, € possibile
valutarecomeil gradimentoversounospecificooggettovari al cambiare
delle caratteristichadei soggetti. Tale valutazione,evidentementepuo
risultarepreziosabgnivoltachele “politiche decisionali"sono,in qualche
misura,connessalle preferenzalellapopolaziondi riferimento.
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In funzionedi tali obiettivi, € importantenvestirein ulteriori sviluppi
dell’analisimodellisticadelle preferenze.

Tra essi, nell'ottica di perwenire ad uno schemamodellistico uni-
tario, come propostonel paragrafoprecedentesegnaliamola necessa
di svilupparel’analisi probabilisticaal variaredelle distribuzioniipotiz-
zatepery;.

Parallelamentesaimportantesviluppargormedi modellisticamulti-
variata,checonsentandali rappresentare quindi analizzard’intera gra-
duatoriaespressdaogni soggettoe nonsolola distribuzionedei ranghi
ass@nataa ciascunaspecificooggetto.
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