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Summary: Theclassof ARFIMAmodelsoffersa flexible tool to describelong memory

time seriesandit hasa specialrole for modellinghydrologicaldata. In this paperwe

review thestatisticalpropertiesandthemainestimationtechniquesfor suchmodels.An

applicationto the daily flows of Tevereillustrateshow this classof modelscanbeap-

plied in practice.
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1. Introduzione

I modelli a differenzafrazionariasonostati introdotti da Grangere
Joyeaux(1980)e daHosking(1981)perdescriverela dinamicadi feno-
meni chepresentanounastrutturadi dipendenzachepersistenel tempo
edhannotrovatointeresseedapplicazioniin numerosiedifferentiambiti
disciplinari. In tutti i casi,essisi prestanoalla interpretazioneedallamo-
dellisticadi processile cui realizzazionievidenzianocorrelazioniseriali
significativeanchesemisuratein tempimolto distanti.

Applicazioniinteressantiediscussionisuseriedi interesseeconomico
e finanziariosonostateprodotte,tra gli altri, dai lavori di: Diebold e
Rudenbusch(1989,1991),Shea(1991),Cheung(1993),Ray(1993),Del-
gadoe Robinson(1994),Hasslere Wolters(1995). A taleriguardo,può
essereutile consultarela recenterassegnadi Zaffaroni (2002). Di gran
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lungapiù numerosesono,invece,le applicazionial casodi dati metere-
ologici e idrologici, sin dai primi lavori di Hosking(1982,1984);per il
nostroPaese,un recenteconvegno ha affrontatotale problematica(Pic-
colo e Ubertini, 2001). Infine, per il settoredelle telecomunicazioni,un
contributo riferito a tali dinamicheèquellodi DeGiovanni(2002).

Perillustraregli aspettitipici di taledinamicariportiamonellaFigura
1 la seriestoricaannualedei livelli di minimo del fiumeNilo rilevati alla
foce (comeriportatada Tousson,1925) negli anni 622-1284. I grafici
rappresentanosia la serieoriginariachele stimedella funzionedi auto-
correlazioneglobaleedelperiodogramma,chefornisconounasintesidei
principali aspettitemporalie frequenzialipresentinelleosservazioni.

Figura 1. Livello minimoannualedel Nilo alla focepressoil Cairo

In particolare,si osserva che l’evoluzionedella serie è sostanzial-
mentestazionariain mediaanchese, localmente,presentadelle alter-
nanzenei livelli cheper̀o nongeneranonè componenticiclichenè trend
locali. Nella letteraturaquestieffetti vengonospessodenominatieffetto
NoèedeffettoGiuseppe, intendendo,nelprimocaso,l’effettodeterminato
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davalori, regolarmentee costantemente,soprala mediaper lunghissimi
periodidi tempo(conallusioneall’episodiobiblico deldiluvio universale
cheruotaattornoallafiguradi Noè)eriferendosi,nelsecondocaso,adal-
ternanzedi sequenzedi osservazioni,soprala mediaesottola mediadella
serie,di ugualelunghezza(conallusionealla narrazionedei lunghi anni
di abbondanzaecarestiecheruotaattornoallafigurabiblicadi Giuseppe).

D’altra parte,la funzionedi autocorrelazionestimatamostraunanda-
mentochedecadea zerocon estremalentezzae con presenzadi valori
significativi anchea lagspiuttostoelevati. Ad essa,sul piano frequen-
ziale, corrispondeil periodogrammacheconfermachiaramentecome-
nellaspiegazionedellavariabilità complessiva del fenomeno-sianopre-
valentile componentia frequenzamolto bassa.

Gli andamenti,qui evidenziatinelcasodi unaserieannuale,sonouna
costanteper la granpartedelleserieidrologiche(e metereologiche),an-
chea prescinderedallafrequenzadi rilevazione.Infatti, alle componenti
sopraevidenziate,nelcasodi seriemensilio giornalierievannoaggiunte,
rispettivamente,le corrispondentifrequenzestagionali(per il motodella
Terraattornoal Solecheriproducecondizioniambientalipiù o menosta-
bili ogni anno)ed un notevole aumentodella variabilità stocastica(so-
prattuttoperseriegiornaliere,quandononsi trattadi serieil cui compor-
tamentoè condizionatodafenomeni“pianificati” peresigenzecollettive:
dighe,serbatoi,sbarramentiperiodici,etc.).

Apparequindi necessario,per adeguarela modellisticastandardalla
dinamicarealedei fenomeniidrologici, ampliarela classedei processi
lineari ARIMA (Box e Jenkins,1970; Piccolo,1990) introducendouna
classedi processiche-alle tradizionalicomponentistazionaried inver-
tibili di tipo ARMA e alla presenzadi un operatoreintero per spiegare
trend di naturastocastica-aggiungaesplicitamenteuna componentedi
lunghissimoperiodo,chespieghi i comportamenti,primaevidenziati,nella
funzionedi autocorrelazioneglobalee in quellaspettrale.

In tale prospettiva, la classedei modelli ARFIMA (AutoRegressive
Fractional IntegratedMoving Average) offre unostrumentoflessibileed
ulteriormentegeneralizzabileperdescriveretaletipo di dinamica.

Il lavoro è cos̀ı organizzato:dopoaver introdottonel paragrafo2 gli
elementistrutturalichecaratterizzanoi modelli ARFIMA, richiameremo
nel paragrafo3 le problematichedellastimadei parametrie, successiva-
mente,nel paragrafo4 quelledellaprevisione. Infine, il paragrafo5 sar̀a
dedicatoalladescrizionedellevariefasiperla costruzionedi tali modelli
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per la seriestoricagiornalieradelleportatedel fiumeTevere. Taleespe-
rienzaviene qui presentatacomeuna verifica empiricadelle questioni
metodologichecheunaserieidrologicaponealla modellisticaper serie
storiche.

2. I processiARFIMA

Un processo
����������	�

����� ��� ��� ���

di valor medionullo è carat-
terizzatodallaseguenteformulazione:� � ������� ������ !� ���
"��

(1)

dove
"��#�

WN(0,$&% � è un processoWhite Noise Gaussiano,cioé una
successionedi variabili casuali(v.c.) Gaussianedi valore medio zero,
omoschedastichee incorrelate;B denotal’operatoreritardo:

��' � � ��(� ) ' ��*���+
� ,�� - - .; i polinomi:
� � �����.� ,�/ �&0 �1/2- - -�/ �
3 � 3 �

e
 �� ���4�� ,!/� 0 �1/5- - -  6 � 6 �

non hannofattori comuni, mentrele
�#71�

radici
dell’equazione

� � ���� !� ���8��+
sonotutteesterneal cerchiounitario. In-

oltre, l’operatorealle differenze
� �

è definitoda:� � �.� ,�/9��� � �;:=<' >@? A �*CB � /���� ' ��1,!/����1/ ,D ��� ,!/��
��� % / ,E ��� ,!/��
��� D /��
�
��F4/5- - - (2)

Sidimostra(Hosking,1981)chese
��G5+
- H

, la formulazione
����� I5�8J� � ��K#� ����" � �

(3)

è bendefinitaavendoposto:KL� ���4�  �� ���� � ���&� ,�/���� � �1,87 <M' > 0 K ' � ' � (4)

con
:N<' > 0 K %' G�I .

Analogamente,se
��O;/�+
- H

, èbendefinitala formulazione
���2� I5�8JP � �����(�(��"Q� � (5)
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doveabbiamoposto:RNS T�U4VXW S T�U&S Y!Z�T�U [\ S T�U V1Y!Z^]_` a&b R ` T ` c (6)

con d ]` a@b R(e`�f�g .
Le caratteristichedi processiappartenentia tale classepossonoes-

seresintetizzatedall’andamentodella funzionedi autocorrelazioneglo-
bale h S i�U , e dualmente-sul pianofrequenziale-dellafunzionedi densit̀a
spettrale(non-normalizzata)j S k8U . A tal fine, esaminiamoin dettaglio
un processol�m�n�o�prqrs�t�o S u c v@c u�U , chedescrive la soladinamicadi
lungamemoria,ovvero: w [ l m V�x m y (7)

In particolareavremo:

i) per
v f u y z , la formulazionet�o S g U descrittada: l m V d ]` a@{�| ` x m } `

ècaratterizzatadaipesi t�o : | ` VX~ ` � [ } b � �` � ~ [ } b � � , i�V�u c Y c y y y i qualidecadono

azeroadun tassoiperbolicoessendoper

i�� g c | ` n i [ } b � S v Z5Y U � ;
ii) per

v�� Z�u y z , la formulazioneo�p S g U : l(m V d ]` a@b R ` l(m } `�� x m c è
caratterizzatadai pesi o�p :

R ` V�S Z�Y U&~ ` } [ } b � �` � ~ } [ } b � � , i#V�Y c ��c y y y tali cheper

i�� g c R ` n S ZrYQU�i [ } b � S Z v Z5Y U �
Si osserviche, invece,per i processiARMA stazionarie invertibili

sia i coefficienti o�p�� R `Q� chei coefficienti t�o�� | `Q� decadonoa zero
conunandamentoesponenziale,il cheimplicaunpiù rapidoesaurirsidei
legamidi correlazioneserialeal cresceredel ritardotemporale.

Inoltre, la funzionedi autocorrelazioneglobaleper il processol(m�no�prqrs�t�o S u c v@c u�U è la seguente:h S i�U4V
S Z v U � S i � v Z5Y U �S v Z5YQU � S i�Z v U � c i�V�u c � Y c y y y (8)

Essaassumevalori tutti negativi per

Z�u y z f v f u e valori tutti
positivi per

u f v f u y z con una più lenta decadenzaa zero rispetto
a quantoaccadeper i processiARMA, essendoper

i�� g , h S i�U ni
e [ } b S Z v U � � S v Z5Y U �
Valelapenadi sottolinearechela funzionedi autocorrelazioneparziale

pertaleprocessòeparticolarmentesemplice,essendoespressada:

5



�8� ���4���� ��� � ��� ���;��� � � � � � �8� ���4�1� � (9)

Infine, la funzionedi densit̀a spettrale(non-normalizzata)̀e definita
come:� � �!�������  ��¡ �!��¢ £
¤ ¥ ¡ £ � ¦ �����  ��§  �¨ ¢ ©�� �!ª   � « £ � ¦ � �!�9¬2�2­2� � (10)

Per ��� � ® ¬ � ¬2� ,
� � �!��¯°� per ��¯°� ; la densit̀aspettralèedomi-

natadallecomponentiadaltafrequenza,e individuacos̀ı unprocessocon
unadinamicaestremamentealternatanei valori e concorrelazioninega-
tive,definitoantipersistente.

Per ��¬ � ¬2� � ® ,
� � �8�4¯°± per ��¯°� ; pertanto,la densit̀aspettrale

èdominatadallecomponentiabassafrequenzae il processòe caratteriz-
zatodaunadinamicadi lungamemoria.

Figura 2. Funzionedi densit̀a spettralee funzionedi autocorrelazione
globaledel processoARFIMA(0,d,0)perd=0.35
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Tenutocontodi tali risultati, nella misurain cui questolavoro è fi-
nalizzatoprioritariamenteallaapplicazionedellamodellisticaARFIMAa
serieidrologiche,nel seguito (ove nonspecificatodiversamente),limite-
remo la nostratrattazioneal solo casoin cui ²5³µ´�³µ²
¶ · . Infatti, le
seriechegeneralmentesi registranoin tale ambito-perquantodiscusso
in precedenza-sonoquasiesclusivamentespecificateda componentidi
lungamemoria,assiemea quellepiù tradizionali.Ad esempio,la Figura
2 illustra le funzioni teorichedi autocorrelazioneglobalee della den-
sità spettrale(non-normalizzata)perunprocessoARFIMA(0,d,0)quando´�¸�²
¶ ¹�· . Pur trattandosidi schemiteorici, questiandamentirisultano
moltospessoadeguatia rappresentarecomponentidi lungamemoriapre-
sentinelleserieidrologiche.

Ritornandoalla formulazionedel processoº�»4¼�½�¾�¿�À
Á�½�Â Ã&Ä ´@Ä ÅQÆ
dovrebbeessereora evidenteil ruolo dei corrispondentioperatori. Di-
fatti, mentrel’operatorea differenzafrazionariadescrive le componenti
di lungamemoria,chesi esplicitanoe risultanodominantinel lungope-
riodo, i polinomi ½�¾ e Á�½ rappresentanoedesaurisconole componenti
conmemoriabreve,chespieganoil loro effetto prevalentementeai primi
lagsdellastrutturadi correlazioneseriale.

Vainoltresottolineatochela modellisticaARFIMAèdefinitaperqual-
siasi ´CÇ�È�²
¶ · reale,perch̀e è semprepossibiletrovareun valoreintero´
É#ÊË² e un valore reale ´�ÌCÍ�Â È�²
¶ ·�Ä ²�¶ ·�Æ tali che: ´5¸Ë´�É8Î;´
Ì . In
sostanza,̀e semprepossibiledifferenziareil processocon operatorialle
differenzedi gradointeroeritrovarela partefrazionariatramiteunopera-
torealle differenzafrazionaria.Perfenomenisostanzialmentestazionari
a livello di epochestoriche,comequelli idrologici e metereologici,̀e ra-
gionevoleassumere(comenoi faremo,nel seguito)che ´�Í�Ï ²
Ä ²�¶ ·�Æ .
3. La stimadei parametri

In letteraturasonostati propostivari metodidi stimaper i parame-
tri dei modelli a differenzafrazionaria.La particolarestrutturadi corre-
lazionedetermina,infatti,moltepliciproblemicomputazionalinelcalcolo
dellafunzionedi verosimiglianzaesattae nellaconseguentericercadelle
stimedi massimaverosimiglianzadeiparametri.

Tali problematiche,ovviamentecomuniadaltri ambiti dell’inferenza
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statistica,nelcasodellamodellisticaARFIMAdiventanopiuttostogravosi.
Difatti, affinchégli effetti di lungamemoriasianoosservabili e sianosta-
tisticamentediscernibili da altre componenti,purepresentinei dati, oc-
correesaminareseriestoricheconnumerosit̀a superiore(spesso,di gran
lungasuperiore)al migliaio di osservazioni.

La letteraturasull’argomentoè piuttostoampiaed è necessariofarvi
riferimentopergli opportuni approfondimenti1; nel seguito,ci limitiamo
a richiamarebrevementei dueapproccipiu’ comunementeutilizzati:

i) la stimasemiparametrica(Geweke e Porter-Hudak,1983)cheha
datoorigineamolteplici variantie successivi miglioramenti;

ii) la stima di massimaverosimiglianza, sviluppatasia nel dominio
temporale(Sowell, 1992) che nel dominio frequenziale(Fox e Taqqu,
1986).Ð

Perla stimasemiparametrica,il puntodi partenzàe la funzionedi den-
sità spettrale(non-normalizzata)di Ñ(Ò(Ó;Ô�ÕrÖr×�Ø�Ô�Ù Ú&Û Ü@Û ÝQÞ :ß à Ù á8Þ4â�ã ä!å�æ ç
è é�ã ç
ê ë ß ì�í
îrì Ù á!Þ Û°å!ï9ð2á2ñ2ï (11)

doveabbiamoindicatocon
ß ì�í
îrì Ù á!Þ la funzionedi densit̀aspettraledel

processoò Ò Ó�Ô�ÕrØ�Ô�Ù Ú�Û ÝQÞ@Û definitoda: ò Ò â�ó ë Ñ Ò , ovvero:ß ì�í
îrì Ù á8Þ�â�ô êõ ï ã ö�Ù æ ç�è é Þ ã êã ÷(Ù æ ç�è é ã ê ÛCå�ïCð2á2ñ5ï�ø (12)

Considerandoil logaritmodella(11),e ricordandola (10),si avrà:ù ú Ù ß à Ù á8Þ Þ4â1å�Ü ù ú Ù û�ü æ ý ê Ù á!þ õ Þ Þ&ÿ ù ú Ù ß ì
í�î�ì Ù á!Þ Þ (13)

equindi,addizionandoesottraendo
ù ú Ù ß ì
í�î�ì Ù ��Þ Þ , si ottiene:ù ú Ù ß à Ù á!Þ Þ�â ù ú Ù ß ì
í�î�ì Ù ��Þ Þ(å�Ü ù ú Ù û
ü æ ý ê Ù á8þ õ Þ Þ�ÿÿ ù ú Ù ß ì
í�î�ì Ù á8Þ þ ß ì
í�î�ì Ù ��Þ Þ (14)

Dalla seriestoricaosservata � � Ò Û��4â1ä�Û õ Û ø ø ø Û ý�� , posto �� Ò�â�� Ò&å � la
seriecentrata,̀epossibilestimareil periodogramma:

1Una recenterassegna dei contributi più significativi è statacuratada Marinucci
(2002). Per altri approcci,si vedanoanche: Beran,1995; Cancelliereet al. (2001);
Corduase Piccolo(2001).
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�� 
�� ������ ��� ����� 
�� ������ � �  "! # $ � ����� % (15)

alle frequenzedi Fourier:

&�'� � ��(")*�

,
( � �,+ � + - - - - + � . Pertanto,la (14)

può essereriferita alle frequenzeprossimea zero:

�� + ( � �*+ � - - - . � � � , e

riscrittacomesegue:/ 0�1 	 
�� 
�� � 2'� / 0 � 3 4�5"6'47� 8,� ��9;: / 0�1 <,= � � % � 
�� ),� � 2?>> / 0�1 3 4�5"6'4�� 
&� � ) 3 4�5"6'4�� 8"� 2?> / 0�1 	 
�� 
&� � ) 3 @�� 
�� � 2
(16)

Postoche
/ 0�1 3 4�5"6'4�� 
&� �

/
3 4"5�6A47� 8,� 2

è una quantit̀a trascurabilese
si concentral’attenzionealle solefrequenzeprossimea zero,Geweke e
Porter-Hudak(1983) interpretanotale relazionecomeun modellodi re-
gressionenel quale:B / 0�1 	 
 � 
 � � 2 è la variabiledipendente;B / 0�1 <,= � � % � 
 � /2� 2 è la variabileesplicativa;B / 0�1 	 
 � 
 � � ) 3 @ � 
 � � 2*>DC è la v.c. errore;B / 0 � 3 4"5�6A4 � 8"� �&9;C è l’intercetta;B il parametro

:
è il coefficienteangolare.

La presenzadella costantedi Eulero,
C
, è richiestadal fatto che la

suaaggiuntanel terminedi erroreconsentedi avere v.c. il cui valore
medioèasintoticamentepariazero,comerichiestodaimodelli di regres-
sione2. La stimadelparametro

:
èquindiottenutamedianteil metododei

minimi quadratiassumendochegli errori sianoindipendentiedidentica-
mentedistribuiti. Nel lavoro originario, inoltre, Geweke e Porter-Hudak
suggerisconodi considerare. � � �7� � � E % .

I successivi sviluppisonostatidiretti allasoluzionedi alcuniproblemi
che questaproceduraimplicitamenteproponeper il venir menodi al-
cunedelleassunzioniclassichesucui è fondatoil modellodi regressione
lineare. Robinson(1995) e Hurvich e Beltrao (1993) hannoinfatti di-
mostratocheleordinatedelperiodogrammanormalizzato

	 
 � 
 � � ) 3 @ � 
 � �
,

2Ai fini pratici,comesi vede,la costantedi Eulerononcompareesplicitamentenella
(16); essadovrebbeesserepresain considerazionequalorasi fosseinteressatialla stima
dell’intercettama,comespiegatonel testo,il solo usodel modellodi regressione(16)
consistenella stima del coefficiente angolareF , sul qualeevidentementela presenza
dellacostantedi Euleroè irrilevante.
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per G fissato,asintoticamentesonodistorte,tra loro correlatee noniden-
ticamentedistribuite. Hurvich et al.(1998),poi, hannoderivato l’errore
quadraticomedioasintoticodello stimatoredi Geweke e Porter-Hudack
comefunzionedel numerodi ordinatedel periodogrammachesonouti-
lizzatenelmodellodi regressione,giungendoallaconclusionecheH&I J&K�LM I J�N O P K costituisceun valoreottimalecheminimizzal’errore quadratico
medio.

Inoltre, molti lavori si sonoconcentratisulladelimitazionedelle fre-
quenzeQ�R realmenteutili nelladeterminazionedellastimadel parametroS
: l’orientamentoprevalenteèafavoredellainclusionenelmodellodi re-

gressione(16) di un numeroestremamenteridotto di frequenzeangolari
vicineallo zero.

Infine, va aggiuntoche tale approccio,anchecon le varianti ed i
miglioramenti introdotti successivamentealla propostaoriginaria, con-
sentela stimadelsoloparametro

S
, percui subordinatamentea talestima

la seriestoricavafiltrata (troncandola formulazioneTVU esplicitatanella
(6) ad un lag conveniente)per pervenirealla serie W�X su cui identificare
e, quindi, stimarei parametridella componenteTVUZY[T del modello
ARFIMA.\ Perquantoconcernegli stimatoridi massimaverosimiglianzadei pa-
rametri di un modello ARFIMA conviene distinguerele procedureche
procedononel dominio temporaleda quellecheprocedononel dominio
frequenziale.

i) dominiotemporale

Posto ]DL^I _`*a b c c c b _` d K e il vettoredelle osservazioni centraterispetto
alla media,e definitala matrice: f d Lhg i�j k l,R j b m Lon b c c b J�p GqLon b c c c b J�r ,
dove i�sALut'v*w�I x X b x X l�s K è la funzionedi autocovarianza,la funzionedi
log-verosimiglianzàeespressada:y I S b z&b {"b |&} p ]"K7Lu~ J �Z� � I � � K�~ n�V� �Z� f d � ~ n� ] e f l ad ] c (17)

I problemiconnessicon l’utilizzo di tale formulazionederivanodal
calcolodelleautocovarianzeg i�� b c c c b i d l a r cheintervengononellacostru-
zione della matrice f d e dalla usualeelevata numerosit̀a dei dati (che
richiedespecifichetecnicheper il trattamentodi matrici di dimensioni
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elevate). Sowell (1992)ha fornito unaprima soluzionea tali problemi,
sfruttandounaformulazionedelleautocovarianzecheneconsentela va-
lutazionemedianteil calcolo ricorsivo di funzioni ipergeometriche. Il
lavoro di Doornik e Ooms(2001)presentaunaaggiornatarassegnadelle
varie tecnichedi calcoloapplicabili in talecontesto,mentreun ulteriore
miglioramentocomputazionalèe statorecentementepropostodaBertelli
eCaporin(2002).

ii) dominiodellefrequenze

Il puntodi partenzadi tutti i risultati successivi è la (17) nellaquale
si utilizzanodueimportanti risultati asintotici,bennoti nella letteratura
classicadelle seriestorichee -nel nostrocontesto-accettabilistantela
elevata numerosit̀a delle osservazioni. Essi trasformanole espressioni
checoinvolgonoil determinantee l’inversadellamatricedellevarianzee
covarianze(chedipendedalvettore����� ��� �&� �"� �&� � � deiparametridasti-
mare)in quantit̀a che,invece,coinvolgonola densit̀a spettrale,nelmodo
seguente: � ��� ��� � ��� �,����� ���,�  ¢¡ � £ � ¤ ��� ¤ (18)¥ �*¦ �Z� � ���,§ ¨�© ¥ �ª��� ��� « � � £ � �¡ � £ � ¤ �7�,¬ (19)

Ora, se si indica con ­ il vettoredei parametriad esclusionedella
varianza�&� del processoWN, cioè sesi pone­®�¯� ��� �&� �,� tenendopre-
senteche: ¡ � £ � ¤ �7�°�²±*³ ´� µ�¶7· � £ � ¤ ­&� , sostituendole espressioni(18) e
(19)nella(17),si ottieneunaapprossimazioneasintoticaalla funzionedi
verosimiglianza,dettadi Whittle, cioè:� � ��� �&� �"� � � ¤ ¥ �7�u¸ � ¹ �   ± � � ¶ ¸oº¹ ��� ��� » �   · � £ � ¤ ­&�&¼

¹ ½
� � « � � £ � �· � £ � ¤ ­&��¾Z¬

(20)
Daessa,̀eagevolededurrela stimadi ��� chevale:¿� � � ¹ ½� ��� ��� « � � £ � �· � £ � ¤ ­&�*¬ (21)
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Sesi sostituiscela stima(21) nella funzionedi log-verosimiglianza
(20) (cioè se si “concentra”rispettoa À�Á ), si ottieneuna funzioneche
dipendedai soli parametriespliciti delmodelloARFIMA, cioè:

Â Ã Ä�Å Æ&Å Ç"È É"Ê7ËuÌqÍ Î�Ï Ð�ÑÒ?ÓÔÕ Ö�×�Ø Ó Ã Ù Õ ÊÚ Ã Ù Õ È Û&Ê ÜÝ ÌoÞÎoÓÔÕ Ö�× Ï Ð Ú Ã Ù Õ È Û&Ê (22)

Mediantetale approccio,D’Elia e Piccolo(2002)hannoderivato la
stimacongiuntadel parametro

Ä
della differenzafrazionariae del para-

metro ß dellatrasformazionenormalizzantedi Box eCox. Essaèdiffusa
cometrasformazionepreliminareanchenell’analisi dei dati idrologici,
perch̀eessispessoderivanodadistribuzionimarcatamenteasimmetriche.

4. La previsione

Una delle applicazionitipiche dei modelli per seriestoricheè co-
stituita dalla previsione,chegiustifical’ingente sforzodi specificazione
e stima che la costruzionedi un modello spessoimplica. In effetti, la
generazionedi previsioni damodelli ARFIMA comportadelle ovvie ap-
prossimazionideterminatepropriodallastrutturadi ’ lungamemoria’del
processogeneratoree dalla inevitabile limitatezzadella realizzazionea
disposizione.

Il previsore à Ó á â per ã Ó ä�â , åqæèç Å basatosull’insiemedi informazioniØ Óqéoê ã Ó*ë Õ Å ì é ç Å Þ Å Î Å í í í î disponibili su ã�ï al tempo ð é Í , è ottenuto
in manieraanalogaa quantobennotoper la più consolidatamodellisticañVò Ø"ó ñ .

Pertanto,postoà Ó*á âVé[ô Ã ã Ó ä�â,õ Ø Ó Ê , sfruttandola formulazione
ñAò Ã öèÊ

definitanella(4), avremo:à Ó á âVéø÷ÔÕ Ö�× ù Õ ô Ã ã Ó ä�â ë Õ õ Ø Ó Ê&ú ô Ã û Ó ä�â"õ Ø Ó Ê éø÷ÔÕ Ö�×*ù ÕZüã Ó ä�â ë Õ (23)

essendoô Ã û Ó ä�â õ Ø Ó Ê é ç Å e doveabbiamoposto:üã Ó ä�â ë Õ éuê ã Ó ä�â ë Õ Åþý�ÿ � å � ìà Ó á â ë Õ Å ý�ÿ � åqæ ì*í (24)
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Se,invece,si partedalla formulazione����� �	� definitanella(3), ri-
cordandoche 
���
�� , è possibiledeterminarel’errore di previsione:� � � � 
�� � ����������� � 
 � � �!" # � 
 "�$ � ��� � " (25)

e la relativavarianza: % $'& � � � � � �(
�)�* � ���!" # � 
�*",+ (26)

Diversamenteda quantoaccadeallorch̀e l’esponentedell’operatore
alle differenzeè un numerointero, nel casodi - frazionarionon è pos-
sibile, partendodall’equazionealle differenze,individuareuna formula
per produrree aggiornarele previsioni chesia espressacon un numero
finito di termini. In pratica,quandosi disponedi unarealizzazionerile-
vataper ./
0��1 2'1 + + + 1 341 bisogner̀a troncareopportunamentelo sviluppo�65 indicatonella(19)perstimarela previsione.

A tale riguardo,va ricordatoche il problemadella previsione (an-
che per i processiARFIMA) va correttamentepostoper 7 passiavanti,7�
���1 2'1 + + .; alcunepropostedi soluzioneperla modellisticachequi ci in-
teressasonostateaffrontaterecentementedaBhansalieKokoszka(2002).

5. La simulazionee la generazionedi seriesintetiche

Nell’ambito dello studiodi dati idrologici, assumonoparticolarein-
teressele tecnichepersimularee generareseriesintetichedaun modello
prefissato.

Una tecnicadi simulazioneefficacesfrutta le relazioni ricorsive di
Durbin e Levinsonperdeterminarei coefficienti 8 � � " , 9:
;��1 2'1 + + + 1 < � � ,
e le autocorrelazioniparziali =�� < �>
?8 � � � (si vedaBrockwell e Davies,
1987,pag.162esegg.).

Inoltre, comegià anticipatoin precedenzaperqualsiasiprocessosta-
zionario:
i) il previsore lineare un passoavantiper ��@ , condizionatoalla informa-
zionedisponibileA @ � � , è espressoda:

13



B�C D E F E(G�H/I J�C K L C D�E M�G CNO P E'Q C F O J�C D O R0S�T�U�R (27)

cheperbrevitá indicheremocon V C
;

ii) la varianzadell’erroredi previsioneè espressada:W C4G�H/I J4CYX�B�C D E F E M Z�G W�[]\ CO P E I U X Q ZO F O M R per S�T�U .
essendoW [ la varianzadel processo:W [ =var(

J�C
)=̂

Z I X>_ ` M a b'c'I X6` M a d Z
.

Ciò premesso,allora,l’algoritmo di simulazione(Hosking,1982)ef-
fettuale seguentioperazioni:e generaunnumeropseudocasuale,f [ , daunav.c. Normale

J	gihjI k R W [ M le per S G U,R m m m R n ;o calcolaiterativamenteper p G U,R m m m R S :Q C F O G Q C D�E F O X Q C F C Q C D�E F O D E R p G U,R m m m R S X U lQ C F C4Grqs C D q t lV C4G�u CO P E Q C F O f C D O ;W C G W C D E I U X Q ZC F C M ;o generaunnumeropseudocasuale,f C , daunav.c.
h;I V C R W C M .

Tecnichealternative per la simulazione(si vedaBardetet al., 2001,
perunarassegnaaggiornata)sonostateelaboratesfruttando,adesempio,
la Fast Fourier Transform(Janaceck,1993; Davies andHarte,1987) e
l’approssimazionedi un processoARFIMA(0,d,0)qualeaggregazionedi
processiv]w I U M , comepropostooriginariamentedaGranger(1980).

L’interessedell’idrologo per la generazionedi seriesinteticheè in
generegiustificatodallanecessit̀a di studiarescenarialternativi chepos-
sonoverificarsiin relazionealladinamicadi unparticolarecorsod’acqua,
perfinalità di controlloe di previsione. Ciò consente,adesempio,di si-
mularela successionedi livelli cheesondanoda un corsod’acquae va-
lutarecos̀ı l’impatto territorialedelle fasi di piena,di gestireil deflusso
delleacquedapiccoledighe,di determinarei parametridi progettazione
di grandiserbatoiartificiali, ecos̀ı via.

In tale contesto,l’applicazionedi un meroalgoritmodi simulazione
-comequelloappenadescritto-potrebbetaloranongarantirerisultatiade-
guati.Lasimulazionedifatti vacondottasostituendonell’algoritmoprece-
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dentei parametristimati sulla basedi unaspecificaserieosservata. Bi-
sognaper̀o considerarecheanchepiccoli scostamentidall’assunzionedi
Normalità possonoin fasedi simulazioneprodurreeffetti considerevoli,
peresempioin relazioneallavalutazionedeimassimidi unaseriestorica.
Pertanto,unasoluzionepiù efficace,rispettoall’utilizzo finale,potrebbe
essererappresentatadall’utilizzo di unatecnicabootstrap.

Laseriesinteticavienegeneratacomeunareplicazionebootstrapsfrut-
tandoil modellostimatoperla realizzazioneosservata x y z4{�|�},z ~ ~ ~ z � .

In particolare,indichiamocon ���y , {�|����	},z ~ ~ ~ � i residuiottenutida
talemodelloecon ��4� i pesidellacorrispondenteformulazione����� �	� .3

La generazionedi unaseriesinteticavieneeffettuatain basealla se-
guenteprocedura:

i) si costruisceuna realizzazionebootstrapdei residui che indiche-
remocon � ��,�y z6{(|��6���	}�z ~ ~ ~ z �4� estraendoconripetizioneelementidalla
successionedi residuistimati � ���y � ;

ii) si ricostruiscela seriesinteticamediantela relazione:� �y |�� �y � ��� �Y� �� � � �y � � z�{�|�},z ~ ~ ~ z �4z (28)

NelleFigure3-4abbiamofornito alcuneesemplificazionidi seriesin-
tetichegeneratecon tale tecnicae, per ciascunadi esse,abbiamoripor-
tato la corrispondentestima delle funzioni di autocorrelazioneglobale.
Le evidenzeempirichesui dati generatied i corrispondenticomporta-
menti delle funzioni di autocorrelazionestimatemostranochela proce-
durarispettasostanzialmentesiala dinamicatemporaledel fenomenoche
la strutturainternadi correlazioneserialeimplicataerichiestaperunpro-
cessoa lunga memoria. Per verificarela coerenzastatisticadella pro-
cedura,nel casoesaminato,abbiamosimulato1000serieedutilizzato il
testdi Kolmogorov-Smirnov cośi comedescrittodaAnderson(1993)per
verificarel’ipotesi ���/���� � ����| �� � � ��� , essendoessendo�� � ~ � la densit́a
spettralenormalizzatadi un processoGaussiano.

3Ricordiamoche,nelleapplicazionidi tipo idrologico,la numerosit̀adei dati è sem-
pre considerevole; pertanto,l’ef fetto dei valori iniziali chesi perdonocon tale tronca-
mentoè a tutti gli effetti trascurabile.
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Figura 3. Seriestoricadel livello minimodel Nilo eseriesintetiche

Figura 4. Funzionidi autocorrelazioneglobaledellaseriestoricadel
livello minimodel Nilo edi alcuneseriesintetiche
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In particolare,si èassuntoil processoARFIMA(0,d,0)cond parial valore
stimatosullaserieosservatacomeprocessogeneratore.Ebbene,nel caso
esaminato,su 1000seriesimulate84 vengonorifiutate perch́e non con-
formi all’ipotesi nulla. Stantel’approssimazioneindottadallaprocedura
di troncamentosi ritieneaccetabiletalerisultato.

6. Un’applicazione:le portategiornalieredel Tevere

In questoparagrafopresentiamoil modello statisticoper le portate
giornalieredel fiume Tevere(espressein m¡ /sec). La seriestorica,rile-
vataa RomaRipetta,costituisceun importantedatasetdi osservazioni
giornalierele cui prime misurazionirisalgonoal 1180 (per unadisam-
ina storica,si veda: Margaritorae Magnaldi,2000). Dal 1782, l’abate
Calandrelli(direttoredell’Osservatorio Metereologicodel Collegio Ro-
mano) iniziò a registrarecon regolarit̀a il livello del fiume in località
RomaRipettae, dal 1822 iniziarono le osservazioni giornaliere. Dati
omogenei,confrequenzagiornaliera,comequelli di cui si trattain questo
lavoro,sonodisponibili negli annaliidrologici apartiredal 1921.

Figura 5. SeriestoricadelleportategiornalieredelTevere (rilevatea
RomaRipetta),dal 1/1/1930al 31/12/1983

17



Figura 6. PortategiornalieredelTevere suddivisein 9 sottoserie

Figura 7. Periodogrammadelle9 sotto-serie
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Figura 8. Stimadellefunzionidi autocorrelazioneglobaledelle9
sotto-serie

Figura 9. Stimadellefunzionidi autocorrelazionedei residuidal
modellodi regressioneper le 9 sotto-serie
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Nel seguito,apartela Figura5 - checonsiderail periodo1930-1983-
esamineremola seriestorica(e le sottoserie)delleportategiornalieredel
fiume Tevere dal 1/1/1931al 31/12/1981. I grafici delle seriee delle
funzioni corrispondenticonfermanounasostanzialeomogeneit̀a di com-
portamentonei vari sottoperiodi,pur essendoessicaratterizzati,talora,
dall’alternanzadi periodichesiallontananoanchesignificativamentedalla
portatamediadel fiume.

Emerge,in ognicaso,chela seriestoricachestiamoconsiderando(sia
nellasuainterezzachenelle sottoserieprima individuate)è la risultante
di alcunecomponenti:

i) il livello mediodellaserie;
ii) unacomponentestagionalesufficientementeregolaredovuta alla

alternanzadelle stagionie, quindi, alla piovosità chealimentail bacino
idrografico;

iii) elementidi breve memoriaed occasionalidovuti alla dinamica
propriadi tali fenomenicheinduconocorrelazioneserialeai primi lags;

iv) unacomponentedi lungamemoriatipicadi tali fenomeniegiàben
evidentedaigrafici precedenti.

Figura 10. Portategiornalieredel Teveredal 1/1/1970al 31/12/1981

Per motivi pratici, nel seguito, concentreremol’attenzionesulla ul-
timadellesotto-serierelativamenteai datigiornaliericompresinegli anni
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1970-1981. Tali dati sonoriportati nella Figura10, assiemealla stima
dellafunzionedi autocorrelazioneglobalee al periodogramma.

Pereliminarelacomponenteperiodica,cherisultaesserepraticamente
deterministicacon periodopari a ¢¤£¦¥�§'¨,© ª�¨ giorni (per la presenza
dell’annobisestileogni quattroanni),posto «:¬ il processooriginario,si
deriva il seguentemodellodi regressione:­ ¬Y®iª,ª ¯ © ¯'¨>££�§,¨'© °,±�±(² ³,´]µ ª ¶�·¥�§'¨,© ª�¨ ¸�¹ §�¥ © ¨'º ±�´ » ¼�µ ª ¶Y·¥,§,¨'© ª,¨ ¸½¹�¾¿ ¬ © (29)

TuttelesuccessiveanalisirelativeallamodellisticaARFIMAsarannocon-
dottesulla seriestorica“residua” ¾¿ ¬ , che è depuratadalla componente
stagionaledeterministica4. Le stimedei parametridelmodello(29) risul-
tanotuttesignificative;la componentestagionalespiegacircail 20%della
variabilità originariadei dati, essendo,per il modellodi regressionede-
scritto, À>Á�£�°'© º Â º ¨,ª .

Tenutocontodellecomponentiinerzialiedi unacomponentedi lunga
memoria,nonnecessitandopiù dellacostante(perch̀e trattasidi unaserie
residuadalmodellodi regressione),la fasedi specificazioneconduce,per
la serie ¾¿ ¬ , ad un modelloARFIMA(2,d,0)la cui stimarisulta esserela
seguente: Ã º�®�° © §,°,Ä�Å ¹ °'© º Ä,ª Å Á Æ�Ç:È É Ê Ë Ì ¾¿ ¬4£�Í�¬ (30)

I parametrisonotutti significativi e l’onda pseudo-periodicaindotta
dallacomponenteÎ6ÀiÏ ª,Ð conradicicomplesseeconiugatederivadauna
strutturadi correlazioneseriale5 chepossiedeun periodostocasticosti-
mato approssimativamentein Ñ4ª ¶4Ò�Í,Ó�²Y² ³,´(Ô È É Õ È ÖÁ�× È É Ø Ö Á,Ù £Ú±'© ¥,Ä�Â . Questo
ciclo, non attribuibile certamentea fattori metereologici,potrebbeforse

4Per un approcciomodellistico alternativo della componentestagionale,si veda
Grimaldi (2001).

5Si noti che il modelloAR(2) stimatopresentaparametricollocati in quellaparti-
colareregionedello spazioparametricoammissibileove,pur esistendounastrutturadi
correlazioneserialeassimilabileadunasinusoidalesmorzata(con il periodostocastico
calcolatonel testo),non esisteun accumulodi varianzaattornoad unaspecificafre-
quenzaangolare,perch̀e lo spettrocorrispondentea quei parametrinon ammettesul
campodi variazioneÛ Ü�Ý�Þ ß4Ý,à un massimodifferenteda á/â½ã . Perunadiscussionedi
questeproblematiche,si vedaPiccolo(1990).
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derivaredasistemidi regolazionedegli afflussidel Tevereversola capi-
talechetengonocontonodell’aperturae dellachiusuradi sbarramentia
valle e di fenomenidi prelievo per irrigazioneche,molto approssimati-
vamentee connotevole variabilitá, si possonofar derivaredaritmi quasi
settimanali.

Figura 11. Stimadellefunzionidi autocorrelazioneglobali dellaserie äå æ
edei residuistimatidal modelloARFIMA

La tabellaseguentepresentala stimadeiparametrie l’errorestandard
asintoticoaconfermadellaelevatasignificativitàdei risultati ottenuti:

Parametri Stima ErrorestandardçYè é'ê,ë ì�í,í î'ë í'î ï'ðç�ñ é,ò'ë ê,ó í î'ë í'î ï'ðôYè ì ë é,ì,ð ì ë ì'î õ,éô�ñ ö6ì ë ó�ð�î ì ë ì ó ï,õ÷ ì ë ò'ê õ ì ë ì'î�ð'ó
Inoltre,riportiamodi seguitole varianzedellaserieoriginariaø æ , della

serie ùå æ al nettodellacomponentestagionaledeterministicae dellaserieùú�æ dei residuistimatidalmodelloARFIMA.
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Serie Varianza Riduzione% Riduzione%
progressiva complessivaû�ü ý'þ ÿ þ ��� ��� ����� �����

�	 ü þ�� 
�� ��� �,ÿ þ ��� þ 
,ý % þ ��� þ 
,ý %��,ü 
�������� 
�� �,ý�� �'þ,þ % ����� ÿ'þ 
 %

La riduzionecomplessiva in varianza(pari a circa l’80 %) per una
seriestoricasenzatrend,ottenutamediantela stimadi soli 5 parametri
espliciti, va giudicataimportante. Soprattutto,la dinamicadei residui
stimati (cos̀ı comesintetizzatadalla stima della funzionedi autocorre-
lazione,di cui al secondograficodellaFigura11) è coerenteconle real-
izzazionitipichedei processiWN, indicandoun buonadattamentocom-
plessivo del modelloalle realizzazioni.

7. Considerazionifinali

Il lavoro ha discussosul piano dei processie degli aspettiinferen-
ziali le principali questionipostedallamodellisticaperserieidrologiche,
perle quali è presente,spessoconun ruolo rilevante,unacomponentedi
lungamemoria.Nell’analisi empiricadellaseriedelleportatedel Tevere
è emerso,poi, comela modellisticadebbaincludereancheunacompo-
nentedeterministicastagionale,checontribuiscein manierarilevantealla
spiegazioneeprevisionedi talefenomeno.

Ringraziamenti: Il lavoro è statoparzialmentefinanziatodal MIUR (Progetto
2001-2002)eCNR.UnaversionepreliminareèstatapresentataallaScuoladella
Societ̀a Italianadi Statisticasu”Modelli linearienonlineari, reti neuraliealgo-
ritmi geneticiperl’analisi e la previsione”,svoltasiaTrevisodal10al 15giugno
2002. Si ringrazial’ing. SalvatoreGrimaldi del CNR-IRPIdi Perugiaperaver
fornito i dati e le informazionirelative allo studiodel bacinodel Tevere.
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