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Summary The classof ARFIMA modelsoffersa flexible tool to describdong memory
time seriesandit hasa specialrole for modelling hydrologicaldata. In this paperwe
review thestatisticalpropertiesandthe mainestimationtechniquegor suchmodels.An

applicationto the daily flows of Tevereillustrateshow this classof modelscanbe ap-
pliedin practice.
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1. Introduzione

| modelli a differenzafrazionariasonostati introdotti da Grangere
Joyeaux(1980)e daHosking(1981) perdescrverela dinamicadi feno-
meni che presentananastrutturadi dipendenzahe persistenel tempo
edhannotrovatointeresseed applicazionin numerosk differentiambiti
disciplinari.In tutti i casi,essisi prestanallainterpretazionedallamo-
dellisticadi processie cui realizzazionievidenzianocorrelazioniseriali
significatve anchesemisuratein tempimolto distanti.

Applicazioniinteressante discussionsuseriedi interesse&conomico
e finanziario sono stateprodotte,tra gli altri, dai lavori di: Diebold e
Rudenlisch(1989,1991),Shea1991),Cheung1993),Ray(1993),Del-
gadoe Robinson(1994),Hasslere Wolters(1995). A tale riguardo,pud
esseraltile consultarda recenterassgnadi Zaffaroni (2002). Di gran



lungapiu numerosesono,invece,le applicazionial casodi dati metere-
ologici e idrologici, sin dai primi lavori di Hosking (1982,1984); peril
nostroPaese un recentecorvegno ha affrontatotale problematicaPic-
colo e Ubertini, 2001). Infine, peril settoredelle telecomunicazioniun
contributoriferito atali dinamichee quellodi De Giovanni(2002).
Perillustraregli aspettitipici di taledinamicariportiamonellaFigura
1 la seriestoricaannualedeilivelli di minimo del fiume Nilo rilevati alla
foce (comeriportatada Tousson,1925) negli anni 622-1284. | grafici
rappresentansiala serieoriginariachele stimedellafunzionedi auto-
correlaziongylobalee del periodogrammaghefornisconounasintesidei
principali aspetttemporalie frequenzialipresentnelle osserazioni.
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Figura 1. Livello minimoannualedel Nilo alla focepressal Cairo

In particolare,si ossera che I'evoluzione della serie € sostanzial-
mentestazionariain mediaanchese, localmente,presentadelle alter
nanzeneilivelli cheperd non generanaé componentcicliche ne trend
locali. Nella letteraturaquestieffetti vengonospessalenominatieffetto
Noe edeffettoGiuseppeintendendonel primo caso/ effettodeterminato
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davalori, regolarmentee costantementesoprala mediaper lunghissimi
periodidi tempo(conallusioneall’episodiobiblico del diluvio universale
cheruotaattornoallafiguradi Noe) eriferendosinel seconda@asoadal-
ternanzeali sequenzdi osserazioni,sopraa mediae sottola mediadella
serie,di ugualelunghezzgcon allusionealla narrazionedei lunghi anni
di abbondanzacarestiecheruotaattornoallafigurabiblicadi Giuseppe).

D’altra parte la funzionedi autocorrelazionstimatamostraun anda-
mentoche decadea zero con estremdentezzae con presenzali valori
significatvi anchea lags piuttostoelevati. Ad essa,sul pianofrequen-
ziale, corrispondel periodogrammahe confermachiaramentecome-
nellaspiegazionedellavariabilita complessia del fenomeno-sianopre-
valentile componentafrequenzanolto bassa.

Gli andamentiqui evidenziatinel casodi unaserieannualesonouna
costanteper la granpartedelle serieidrologiche(e metereologiche)an-
chea prescinderealallafrequenzai rilevazione.Infatti, alle componenti
sopraevidenziate nel casodi seriemensilio giornalierievannoaggiunte,
rispettvamente]e corrispondentirequenzestagionali(peril motodella
Terraattornoal Solecheriproducecondizioniambientalipit o menosta-
bili ogni anno)ed un notevole aumentodella variabilita stocasticgso-
prattuttoperseriegiornaliere,quandononsi trattadi serieil cui compor
tamentoe condizionatadafenomeni‘pianificati” peresigenzeollettive:
dighe,serbatoisbarramentperiodici,etc.).

Apparequindi necessarioper adeguarela modellisticastandardalla
dinamicarealedei fenomeniidrologici, ampliarela classedei processi
lineari ARIMA (Box e Jenkins,1970; Piccolo, 1990) introducendouna
classedi processiche -alle tradizionalicomponentistazionaried inver-
tibili di tipo ARMA e alla presenzali un operatoreintero per spiegare
trend di naturastocastica-aggiungaesplicitamentaina componentedi
lunghissimaeriodo,chespigghii comportamentiprimaevidenziati,nella
funzionedi autocorrelazionglobalee in quellaspettrale.

In tale prospettva, la classedei modelli ARFIMA (AutoRgressive
Fractional Integrated Moving Average) offre uno strumentdlessibileed
ulteriormentegeneralizzabilgperdescrveretaletipo di dinamica.

Il lavoro & cos organizzato:dopoaver introdottonel paragrafa2 gli
elementistrutturaliche caratterizzan® modelli ARFIMA, richiameremo
nel paragrafa3 le problematichelella stimadei parametrie, successia-
mente nel paragrafod quelledellaprevisione. Infine, il paragrafdb saa
dedicatcalladescrizionalellevariefasiperla costruzioneli tali modelli

3



perla seriestoricagiornalieradelle portatedel flume Tevere. Tale espe-
rienzaviene qui presentatacome una verifica empiricadelle questioni
metodologicheche unaserieidrologicaponealla modellisticaper serie
storiche.

2. | processARFIMA

Un processaZ; ~ ARFIMA (p,d, q) di valor medionullo € carat-
terizzatodallaseguenteformulazione:

¢(B)V'Z, = 0(B)a 1)

dove a; ~WN(0,02) & un processowWhite Noise Gaussianogcioé una
successioneli variabili casuali(v.c.) Gaussianali valore medio zero,
omoschedastiche incorrelate; B denotal’operatoreritardo: B*Z, =
Zyk, k=0,1,...;ipolinomi:¢ (B) = (1 — B — ... — $,BP) ef (B) =
(1 —-6,B — ...6,B%) non hannofattori comuni, mentrele p + ¢ radici
dell'equazionep (B) 6 (B) = 0 sonotutte esterneal cerchiounitario. In-
oltre, 'operatorealle differenzeV¢ & definitoda:

Vd=(1—B)d=Z}3°:0<Z>(—B)’“:

1 1
=1-dB - Ed(l—d)B2— gd(l—d) 2-d)B*—.. (2
Sidimostra(Hosking,1981)chesed < 0.5, laformulazioneM A (co) :
Zt = '(/}(B) Qt, (3)
e bendefinitaavendoposto:

0(B) =

¥ (B) = =1+ ) B, (4)
¢(B) (1 - B)" ;cz::l

con 92, ¥ < oo.
Analogamentesed > —0.5, @bendefinitala formulazioneAR (oo) :

™ (B) Zt = 0y, (5)
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dove abbiamoposto:

o0

=1- Z 7TkBk, (6)
k=1

con 52, 7k < oo.

Le caratteristichedi processiappartenenta tale classepossonoces-
seresintetizzatedal’andamentadella funzionedi autocorrelazionglo-
balep(k), e dualmentesul pianofrequenzialedellafunzionedi densi&
spettrale(non-normalizzata) (w). A tal fine, esaminiaman dettaglio
un processaZ; ~ ARFIMA (0,d,0), chedescrve la soladinamicadi
lungamemoria,ovvero:

ViZ, = q. (7)

In particolareavremo:

i) perd < 0.5, laformulazioneM A (co) descrittada: Z; = Y232 o ¥ras_
ecaratterizzataaipesiM A: i, = %%k =0,1,... iqualidecadono

azeroaduntassaperbolicoessenderk — oo, ¥ ~ k%1/(d — 1)!;

i) perd > —0.5, la formulazioneAR (co0): Zy = Y52, 72—k + a1, €
caratterizzatalai pesiAR: m, = (— 1),5{“( 1) it k = 1,2,...tali cheper
k — oo, mp ~ (—1) k41 /(=d — 1)!

Si osserviche, invece,peri processiARMA stazionarie invertibili
siai coeficienti AR {m;} chei coeficienti M A {v} decadona zero
conunandament@sponenzialdl cheimplica un piu rapidoesaurirsdei
legamidi correlazioneserialeal cresceralel ritardotemporale.

Inoltre, la funzionedi autocorrelazionglobaleperil processaZ; ~
ARFIMA(0,d,0) elasguente:

—d)! — 1!
o(k) = (—d)'(k+d 1).,
(d— 1)}k —d)!

Essaassumevalori tutti negatvi per —0.5 < d < 0 e valori tutti
positvi per0 < d < 0.5 conunapiu lentadecadenza zero rispetto
a quantoaccadeperi processiARMA, essendgerk — oo, p(k) ~
k2= (—d)!/(d — 1)!

Valela penadi sottolinearehelafunzionedi autocorrelazionparziale
pertale processa particolarmentsemplice essend@spressda:

k=01, .. (8)



d
= — =41, ..; =1.
wh) =gy F=Fles w0) ©)
Infine, la funzionedi densit spettrale(non-normalizzatag definita
come:

— —iw|—2d _ 02 —2d
f(w)—%ﬂ—e | —%[2sen(w/2)] , —nm<w<w (10)

Per—0.5<d <0, f(w) — 0 perw — 0; ladensitspettrale2 domi-
natadallecomponentadaltafrequenzagindividuacod unprocessa@on
unadinamicaestremamentalternatanei valori e con correlazioninega-
tive, definitoantipersistente

Per0 < d < 0.5, f(w) — oo perw — 0; pertantoja densitispettrale
e dominatadalle componenta bassdrequenzee il processa caratteriz-
zatodaunadinamicadi lungamemoria
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Figura 2. Funzionedi densit spettiale e funzionedi autocorelazione
globaledel processcARFIMA(0,d,0)perd=0.35



Tenutocontodi tali risultati, nella misurain cui questolavoro é fi-
nalizzatoprioritariamentellaapplicazionalellamodellisticaARFIMAa
serieidrologiche,nel sgguito (ove non specificatodiversamente)jmite-
remo la nostratrattazioneal solo casoin cui 0 < d < 0.5. Infatti, le
serieche generalmentsi registranoin tale ambito-per quantodiscusso
in precedenzasonoquasiesclusvamentespecificateda componentidi
lungamemoria,assiemea quellepiu tradizionali. Ad esempioja Figura
2 illustra le funzioni teorichedi autocorrelaziongylobale e della den-
sita spettralgnon-normalizzataperun process®ARFIMA(0,d,0)quando
d = 0.35. Purtrattandosidi schemiteorici, questiandamentrisultano
molto spess@deaguatiarappresentareomponentdi lungamemoriapre-
sentinelleserieidrologiche.

Ritornandoalla formulazionedel processdZ; ~ ARFIMA (p,d, q)
dovrebbeessereora evidenteil ruolo dei corrispondentioperatori. Di-
fatti, mentrel’operatorea differenzafrazionariadescrve le componenti
di lungamemoria,chesi esplicitanoe risultanodominantinel lungo pe-
riodo, i polinomi AR e M A rappresentanedesaurisconée componenti
conmemoriabreve, chespieganoil loro effetto prevalentementai primi
lagsdellastrutturadi correlazioneseriale.

Vainoltre sottolineatahela modellisticaeARFIMAe definitaperqual-
siasid > —0.5 reale,perche e semprepossibiletrovareun valoreintero
di > 0 eunvalorerealed, € (—0.5,0.5) tali che: d = d; + do. In
sostanzage semprepossibiledifferenziareil processacon operatorialle
differenzedi gradointeroeritrovarela partefrazionariatramiteun opera-
tore alle differenzafrazionaria. Perfenomenisostanzialmentstazionari
alivello di epochestoriche,comequelli idrologici e metereologicig ra-
gionevole assumerécomenoi faremo nel sgguito) ched € [0,0.5).

3. La stimadei parametri

In letteraturasonostati propostivari metodidi stimaperi parame-
tri dei modelli a differenzafrazionaria.La particolarestrutturadi corre-
lazionedeterminajnfatti, molteplici problemicomputazionalhel calcolo
dellafunzionedi verosimiglianzaesattee nellaconsguentericercadelle
stimedi massimaverosimiglianzadei parametri.

Tali problematichepvviamentecomuniadaltri ambiti dell'inferenza



statisticanelcasaodellamodellisticeARFIMAdiventan@iuttostogravosi.
Difatti, affinche gli effetti di lungamemoriasianoosserabili e sianosta-
tisticamentediscernibili da altre componenti pure presentinei dati, oc-
correesaminareseriestorichecon numerosid superiore(spessodi gran
lungasuperiorel migliaio di osserazioni.

La letteraturasull’argomentoe piuttostoampiaed € necessaridarvi
riferimentopergli opportuni approfondiment; nel seguito, ci limitiamo
arichiamarebrevemente dueapproccipiu’ comunementetilizzati:

i) la stimasemipaametrica(Geweke e PorterHudak, 1983)che ha
datoorigine a molteplici variantie successii miglioramenti;

i) la stimadi massimaverosimiglianza sviluppatasia nel dominio
temporale(Sawell, 1992) che nel dominio frequenziale(Fox e Taqqu,
1986).

e Perla stimasemiparametrical puntodi partenza la funzionedi den-
sitaspettralgnon-normalizzatadli Z; ~ ARFIM A (p,d, q):

fr(w) =1]1- e_iw|_2deRMA(w), —-T<w<sT (11)

dove abbiamaindicatocon f4rar4(w) la funzionedi densiaspettraledel
processoX; ~ ARM A (p, q) , definitoda: X; = V2Z;, ovvero:

2 —iwY|2
farma(w) = %%’ —T<w< . (12)

Considerandd logaritmodella(11), ericordandda (10), si avra:

In(fr(w)) = —dIn(4sen®(w/2)) + In(farma(w)) (13)
e quindi,addizionande sottraenddn( f4rar4(0)), Si ottiene:

In(fr(w)) = In(farara(0)) — dIn(4sen®(w/2)) +
+In(farma(w)/ farma(0)) (14)

Dallaseriestoricaosserata{z;, t = 1,2, ...,n}, postoz; = z; — z la
seriecentratag possibilestimareil periodogramma:

lUna recenterassgna dei contributi pit significativi & statacuratada Marinucci
(2002). Peraltri approcci,si vedanoanche: Beran,1995; Cancelliereet al. (2001);
Corduase Piccolo(2001).
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(15)

1
In(wj) = Py

n .
Z gte—zwjt
t=1

alle frequenzeai Fourier: w; = 27j/n, j = 1,2, ....,n. Pertanto)a (14)
pud essergiferita alle frequenzeprossimea zero:w;, j = 1,2...9(n), e
riscrittacomesegue:

In{I,(w;)} = In(farama(0)) — dIn{dsen®(w;/2)} +
+1In{ farma(w;)/ faraa(0)} +In{Iy(w;)/ fr(w;)} (16)

PostocheIn{ faruma(w;)/ farma(0)} € unaquantit trascurabilese
si concentrd’attenzionealle solefrequenzeprossimea zero, Genveke e
PorterHudak (1983)interpretandale relazionecomeun modellodi re-
gressionanel quale:

o In{I,(w;)} €lavariabiledipendente;

o In{4sen?(w;/2)} &lavariabileesplicatva;
o In{I,(w;)/ fr(w;)}+ n €lav.c. errore;
oln(farma(0)) — n €lintercetta;

o il parametral eil coeficienteangolare.

La presenzalella costantedi Eulero,, € richiestadal fatto chela
suaaggiuntanel terminedi erroreconsentedi averev.c. il cui valore
medioe asintoticamentearia zero,comerichiestodai modelli di regres-
sioné. La stimadel parametral & quindi ottenutamediantal metododei
minimi quadratassumendahegli errori sianoindipendentiedidentica-
mentedistribuiti. Nel lavoro originario, inoltre, Geveke e PorterHudak
suggerisconali considerarg(n) = n'/2,

| successii sviluppisonostatidiretti allasoluzionedi alcuniproblemi
che questaproceduraimplicitamenteproponeper il venir menodi al-
cunedelleassunzionclassichesu cui e fondatoil modellodi regressione
lineare. Robinson(1995) e Hurvich e Beltrao (1993) hannoinfatti di-
mostratachele ordinatedel periodogrammaormalizzatd, (w;) / fr(w;),

2Ai fini pratici, comesi vede Ja costanteli Eulerononcompareesplicitamenteella
(16); essadovrebbeessergresan consideraziongualorasi fosseinteressatalla stima
dell'intercettama, comespiegatonel testo,il solousodel modellodi regressiong16)
consistenella stima del coeficiente angolared, sul quale evidentementda presenza
dellacostanteli Euleroeg irrilevante.



perj fissato,asintoticamentsonodistorte,traloro correlatee noniden-
ticamentedistribuite. Hurvich et al.(1998),poi, hannoderiato I'errore

guadraticomedioasintoticodello stimatoredi Gewveke e PorterHudack
comefunzionedel numerodi ordinatedel periodogramma&he sonouti-

lizzatenelmodellodi regressionegiungendallaconclusioneheg(n) =

O(n*/®) costituisceun valoreottimalecheminimizzal’errore quadratico
medio.

Inoltre, molti lavori si sonoconcentratisulla delimitazionedelle fre-
quenzew; realmenteutili nelladeterminazioneéellastimadel parametro
d: 'orientamentgorevalentee afavoredellainclusionenelmodellodi re-
gressiong16) di un numeroestremamentadotto di frequenzeangolari
vicine allo zero.

Infine, va aggiuntoche tale approccio,anchecon le varianti ed i
miglioramentiintrodotti successiamentealla propostaoriginaria, con-
sentda stimadel soloparametral, percui subordinatamentatale stima
la seriestoricava filtrata (troncandda formulazioneA R esplicitatanella
(6) ad un lag conveniente)per pernenirealla seriex; su cui identificare
e, quindi, stimarei parametridella componenteARM A del modello
ARFIMA

e Perquantoconcernggli stimatoridi massimaverosimiglianzadei pa-
rametridi un modello ARFIMA corviene distinguerele procedureche
procedonanel dominio temporaleda quelle che procedonamel dominio
frequenziale.

i) dominiotempoale

Postoz = (%, ...,%,)" il vettoredelle osserazioni centraterispetto
allamedia,e definitala matrice: X, = {v_;,¢ = 1,..,n;j = 1,...,n},
dovey, = Couv(Z;, Z;—y) €lafunzionedi autocaovarianzala funzionedi
log-verosimiglianza espressda:

1 1
I(d,¢,0,0%2) = —gln (2m) — Eln 12,| — 52’2;1 z. (17)

| problemiconnessicon l'utilizzo di tale formulazionederivanodal
calcolodelleautocwvarianze{-y, ..., v»—1 } cheintervengonmellacostru-
zione della matrice ¥,, e dalla usualeelevatanumerosia dei dati (che
richiede specifichetecnicheper il trattamentodi matrici di dimensioni
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elevate). Savell (1992) ha fornito unaprima soluzionea tali problemi,
sfruttandounaformulazionedelle autocawarianzechene consentda va-
lutazionemedianteil calcoloricorsivo di funzioni ipergeometriche. Il
lavoro di Doornik e Ooms(2001)presentainaaggiornataassgnadelle
varie tecnichedi calcoloapplicabiliin tale contestomentreun ulteriore
miglioramentocomputazional@ statorecentementpropostoda Bertelli
e Caporin(2002).

if) dominiodellefrequenze

Il puntodi partenzadi tutti i risultati successii € la (17) nellaquale
si utilizzano due importantirisultati asintotici, bennoti nella letteratura
classicadelle serie storichee -nel nostro contesto-accettabilistantela
elevatanumerosia delle osserazioni. Essitrasformande espressioni
checoinvolgonoil determinante I'in versadellamatricedelle varianzee
covarianze(chedipendedal vettore = (d, ¢, 6, o%)' dei parametrdasti-
mare)in quantita che,invece,coinvolgonola densia spettrale nelmodo
seguente:

n|Sn (8) | = iln @ B): (18)
7! [En 1z Z (w],,@) (29)

Ora, sesi indicacon v |l vettoredel parametriad esclusionedella
varianzas? del processdVN, cioe sesi poney = (d, ¢, #) tenendapre-
senteche: f (w;; 8) = (%) g (wy;;7), sostituendde espression{18) e
(29) nella(17), si ottieneunaapprossimazionasintoticaalla funzionedi
verosimiglianzadettadi Whittle, cioe:

20— " Ly 2 In (;)
I(d,$,0,0%z) = 2ln( ) 22::{lng Wi Y +029(w],'y) :
(20)
Daessag ageole dedurrela stimadi o2 chevale:
52 2" 3 M (21)



Sesi sostituiscda stima(21) nella funzionedi log-verosimiglianza
(20) (cioe sesi “concentra”rispettoa ¢?), si ottieneunafunzioneche
dipendedai soli parametriesplicitidel modelloARFIMA, cioe:

l(d,qﬁ,ﬁ;z)oc—gln [Xn: [n (w;

= g(w],’)’)] Z ln g w]7’Y (22)

Mediantetale approccio,D’Elia e Piccolo (2002) hannoderivato la
stimacongiuntadel parametrad della differenzafrazionariae del para-
metro\ dellatrasformazion@ormalizzanteli Box e Cox. Essae diffusa
cometrasformaziongoreliminareanchenell’analisi dei dati idrologici,
percte essispessalerivanodadistribuzioni marcatamentasimmetriche.

4. La previsione

Una delle applicazionitipiche dei modelli per serie storichee co-
stituita dalla previsione, che giustifical’ingente sforzodi specificazione
e stimachela costruzionedi un modello spessamplica. In effetti, la
generazionali previsioni damodelli ARFIMA comportadelle ovvie ap-
prossimaziondeterminategproprio dallastrutturadi 'lungamemoria’del
processgyeneratoree dalla inevitabile limitatezzadella realizzazionea
disposizione.

Il previsoreF,, ;, perZ,.i, k > 0, basatesull'insiemedi informazioni
I, ={Z,-;,j =0,1,2,...} disponibilisu Z; al tempot = n, € ottenuto
in manieraanalogaa quantobennoto perla piu consolidatanodellistica
ARIMA.

PertantopostoF,, , = E(Z,x|I,), sfruttanddaformulazioned R (co)
definitanella(4), avremo:

For = Zﬂ'j Zptk ]|I )+ E an+k|I Zﬂ-] n+k—j (23)

essendd (a,x|I,) = 0, e dove abbiamaposto:

{ n-l—k -7 per k S J (24)

Znh- TV B, perk > .

12



Se,invece,si partedallaformulazioneM A(oc) definitanella(3), ri-
cordandachey, = 1, e possibiledeterminard’errore di previsione:

k—1
€nk = Zn—l—k - Fn,k = Z '(/}j Optk—j (25)

=0

elarelatvavarianza:

k-1

Var(enr) =0 ) 7. (26)

§=0

Diversamentala quantoaccadeallorche I'esponentedell’operatore
alle differenzee un numerointero, nel casodi d frazionarionon € pos-
sibile, partendodall’equazionealle differenze,individuareunaformula
per produrree aggiornarde previsioni che sia espress@on un numero
finito di termini. In pratica,quandosi disponedi unarealizzazioneile-
vatapert = 1,2,...,n, bisognea troncareopportunamenté sviluppo
AR indicatonella(19) perstimarela previsione.

A tale riguardo, va ricordatocheil problemadella previsione (an-
che peri processiARFIMA) va correttamentgostoper ! passiavanti,
[ =1,2,...; alcunepropostali soluzioneperla modellisticachequi ci in-
teressaonostateaffrontaterecentementdaBhansalie Kokoszka(2002).

5. La simulazionee la generazionali seriesintetiche

Nell’ambito dello studiodi dati idrologici, assumongarticolarein-
teressde tecnichepersimularee generareseriesintetichedaun modello
prefissato.

Una tecnicadi simulazioneefficace sfruttale relazioniricorsive di
Durbin e Levinsonperdeterminare coeficienti ¢, j = 1,2, ...,k — 1,
e le autocorrelazionparzialin (k) = ¢ (Si vedaBrockwell e Davies,
1987,pag.162e seyg.).

Inoltre, comegia anticipatoin precedenzaer qualsiasiprocessasta-
zionario:

i) il previsore lineare un passoavantiper Z;, condizionataalla informa-
zionedisponibilel;_;, € espressaa:

13



t
F 1= E(Zy|I,—) = Z G5, t21, (27)

j=1
cheperbrevitaindicheremaconmy;

i) la varianzadell’errore di previsionee espressda:
vy =E(Zy — Fy_11)® = vo 152, (1 — ¢3,), pert> 1.

— P54
essenday la varianzadel processowy=var(Z;)=¢?(—2d)!/{(—d)'}>.

Cio premessoallora, I'algoritmo di simulaziongHosking,1982)ef-
fettuale seguentioperazioni:

e generainnumergpseudaasualezy, daunav.c. NormaleZ ~ N (0, vp);
e pert=1,..,n;

> calcolaiteratvamenteperj =1, ..., ¢:
G5 = ¢td—1,j — P11, J=1,..,t—1;
¢t,t = t—ay
my = 2;21 Gt Z—j ;
vy = v (1 - ¢§,t);

> generainnumergpseudaasualez;, daunav.c. N (my, vy).

Tecnichealternatve per la simulazione(si vedaBardetet al., 2001,
perunarassgnaaggiornataponostateelaboratesfruttandoadesempio,
la Fast Fourier Transform(Janaceck1993; Davies and Harte, 1987) e
I'approssimazioneli un processcARFIMA(0,d,0)qualeaggregazionedi
processid R(1), comepropostooriginariamentela Granger(1980).

L'interessedell’'idrologo per la generazionali serie sintetichee in
genereggiustificatodallanecessi di studiarescenarialternatvi chepos-
sonoverificarsiin relazionealladinamicadi un particolarecorsod’acqua,
perfinalita di controllo e di previsione. Cio consentead esempiodi si-
mularela successiondi livelli cheesondanala un corsod’acquae va-
lutare cod I'impatto territoriale delle fasidi piena,di gestireil deflusso
delleacquedapiccoledighe,di determinare parametridi progettazione
di grandiserbatoitrtificiali, e cod via.

In tale contesto)applicazionedi un meroalgoritmodi simulazione
-comequelloappenalescrittopotrebbdaloranongarantirerisultatiade-
guati. Lasimulaziondifatti vacondottasostituendmell’algoritmoprece-
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dentei parametristimati sullabasedi unaspecificaserieosserata. Bi-
sognapeld considerareheanchepiccoli scostamentilall’assunzionei
Normalita possondn fasedi simulazioneprodurreeffetti considereoli,
peresempian relazioneallavalutazionadei massimidi unaseriestorica.
Pertantounasoluzionepiu efficace,rispettoall’utilizzo finale, potrebbe
essergappresentatdall’utilizzo di unatecnicabootstrap.

Laseriesinteticavienegenerat@omeunareplicazionébootstragsfrut-
tandoil modellostimatoperla realizzazionesserataz;, t =1, ..., n.

In particolarejndichiamoconaz, ¢ = L + 1,...n i residuiottenutida
talemodelloe cony, i pesidellacorrispondentéormulazioneM A(cc).?

La generazioneli unaseriesinteticavieneeffettuatain basealla se-
guenteprocedura:

i) si costruisceunarealizzazionebootstrapdei residui che indiche-
remocon{a;, t = —L + 1, ..., n} estraendaonripetizioneelementdalla
successiondi residuistimati{a; };

i) siricostruiscda seriesinteticamediantda relazione:

I
Z;‘:af—i-Zt/Jka;‘_k, t=1,...,n, (28)
k=1

Nelle Figure3-4 abbiamdornito alcuneesemplificaziondi seriesin-
tetichegeneratecon tale tecnicae, per ciascunadi esse abbiamoripor-
tato la corrispondentestima delle funzioni di autocorrelazionglobale.
Le evidenzeempirichesui dati generatied i corrispondenticomporta-
menti delle funzioni di autocorrelazionstimatemostranochela proce-
durarispettasostanzialmentsiala dinamicatemporaledelfenomenahe
la strutturainternadi correlazioneserialeimplicatae richiestaperun pro-
cessoa lungamemoria. Per verificarela coerenzastatisticadella pro-
ceduranel casoesaminatoabbiamosimulato1000serieed utilizzatoil
testdi Kolmogoras-Smirnos cos comedescrittoda Anderson(1993per
verificarel'ipotesi H : f(w) = fo(w), essend@ssenddf(.) la densif
spettralenormalizzatali un processd@saussiano.

SRicordiamoche,nelle applicazionidi tipo idrologico,la numerosia dei dati & sem-
pre considergole; pertanto,I’effetto dei valori iniziali chesi perdonocon tale tronca-
mentoe atutti gli effetti trascurabile.
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In particolare si e assuntal process®ARFIMA(0,d,0xond parial valore

stimatosullaserieosseratacomeprocess@eneratoreEbbenenel caso
esaminatosu 1000 seriesimulate84 vengonorifiutate percte non con-

formi all’ipotesi nulla. Stantel’approssimazionéndottadallaprocedura
di troncamentei ritiene accetabilgalerisultato.

6. Un’applicazione:le portategiornaliere del Tewvere

In questoparagrafopresentiamadl modello statisticoper le portate
giornalieredel fiume Tevere (espressén m3/sec). La seriestorica,rile-
vataa RomaRipetta, costituisceun importantedatasetdi osserazioni
giornalierele cui prime misurazionirisalgonoal 1180 (per unadisam-
ina storica,si veda: Margaritorae Magnaldi,2000). Dal 1782, I'abate
Calandrelli(direttoredell’Ossenatorio Metereologicodel Collegio Ro-
mano)inizio a registrarecon regolarita il livello del fiume in localita
RomaRipettae, dal 1822 iniziarono le osserazioni giornaliere. Dati
omogeneiconfrequenzagiornalieracomequelli di cui si trattain questo
lavoro, sonodisponibili negli annaliidrologici a partiredal 1921.

1200 1800 2000 2400 2800
T T T T

800
T

400
—
—_—

Figura 5. Seriestoricadelle portategiornaliere del Tevere (rilevatea
RomaRipetta),dal 1/1/1930al 31/12/1983
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Nel sgyuito, a partela Figura5 - checonsideral periodo1930-1983-
esamineremda seriestorica(e le sottoseriefelle portategiornalieredel
fiume Tevere dal 1/1/1931al 31/12/1981. | grafici delle seriee delle
funzioni corrispondentconfermanainasostanzial@mogenei di com-
portamentonei vari sottoperiodi,pur essendceessicaratterizzatitalora,
dall’alternanzali periodichesi allontanan@nchesignificatvamentedalla
portatamediadel fiume.

Emege,in ognicasochela seriestoricachestiamoconsiderand¢sia
nellasuainterezzache nelle sottoserigorimaindividuate)e la risultante
di alcunecomponenti:

i) il livello mediodellaserie;

i) unacomponentestagionalesufficientementeegolaredovuta alla
alternanzalelle stagionie, quindi, alla piovosita che alimentail bacino
idrografico;

iii) elementidi breve memoriaed occasionalidovuti alla dinamica
propriadi tali fenomenicheinduconocorrelazioneserialeai primi lags;

iv) unacomponenteli lungamemoriatipicadi tali fenomenie giaben
evidentedai grafici precedenti.
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Figura 10. Portategiornaliere del Tevere dal 1/1/1970al 31/12/1981

Permotivi pratici, nel seguito, concentreremdattenzionesulla ul-
tima dellesotto-serigelatvamenteai dati giornaliericompresnegli anni
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1970-1981. Tali dati sonoriportati nella Figura 10, assiemealla stima
dellafunzionedi autocorrelazionglobalee al periodogramma.

Pereliminarelacomponent@eriodicacherisultaesserg@raticamente
deterministicacon periodopari a P = 365.25 giorni (per la presenza
dell’annobisestileogni quattroanni), posto X; il processariginario, si
derivail seguentemodellodi regressione:

7 — 224.45 =

= 65.088 cos ( ¢ ) + 63.518 sen (

T ~
365.25 ) A (29)

7t
365.25
Tuttele successie analisirelatve allamodellisticaARFIMAsarann@on-
dotte sulla seriestorica“residua” z;, che & depuratadalla componente
stagionaleleterministic& Le stimedei parametridel modello(29) risul-
tanotuttesignificative;la componentstagionalespiggacircail 20%della
variabilita originariadei dati, essendoperil modellodi regressionade-
scritto, R? = 0.19152.

Tenutocontodellecomponentinerzialie di unacomponenteli lunga
memorianonnecessitandpiu dellacostantepercle trattasidi unaserie
residuadal modellodi regressione)la fasedi specificazioneonduceper
la seriez;, ad un modello ARFIMA(2,d,0)la cui stimarisulta esserda
seguente:

(1-0.607B +0.172B%) V**° 3, = q, (30)

| parametrisonotutti significatvi e I'onda pseudo-periodicandotta
dallacomponented R (2) conradicicomplesse coniugatederivadauna
strutturadi correlazioneserial@ che possiedeun periodostocasticasti-
mato approssimatiamentein: 27r/arccos{M} = 8.379. Questo

. G - 12+0.172 .
ciclo, non attribuibile certamente fattori metereologicipotrebbeforse

4Per un approcciomodellistico alternatvo della componentestagionale,si veda
Grimaldi (2001).

5Si noti cheil modello AR(2) stimatopresentgparametricollocatiin quella parti-
colareregionedello spazioparametricammissibileove, pur esistendainastrutturadi
correlazioneserialeassimilabilead unasinusoidalesmorzatgconil periodostocastico
calcolatonel testo), non esisteun accumulodi varianzaattornoad una specificafre-
guenzaangolare percte lo spettrocorrispondente quei parametrinon ammettesul
campodi variazione(—, +x] un massimaifferentedaw = 0. Perunadiscussioneli
guesteproblematichesi vedaPiccolo(1990).
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dervaredasistemidi regolazionedggli afflussidel Tevereversola capi-

tale chetengonocontonodell’aperturae della chiusuradi sbarramenta

valle e di fenomenidi prelievo perirrigazioneche, molto approssimati-
vamentee connotevole variabilita, si possondar derivaredaritmi quasi

settimanali.

Figura 11. Stimadellefunzionidi autocorelazioneglobali della serie Z;
e deiresiduistimatidal modelloARFIMA

Latabellasgguentepresentda stimadei parametrie I'errore standard
asintoticoa confermadella elevatasignificatvita dei risultati ottenuti:

Parametri| Stima Errorestandard
B 65.088 | 2.8247
B 63.518 | 2.8247
1 0.607 | 0.0296
oo —0.172 | 0.0149
d 0.359 | 0.0271

Inoltre, riportiamodi seguitole varianzedellaserieoriginariaz,, della
serie 2; al nettodellacomponentetagionaledeterministicae dellaserie
a; deiresiduistimatidal modelloARFIMA
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Serie| Varianza | Riduzione%,| Riduzione%
progressia | complessia
z; | 21618.79 | === ===
Zy | 17478.36 | 19.152 % 19.152%
az 4839.57 | 72.311 % 77.614 %

La riduzionecomplessria in varianza(pari a circal’80 %) per una
seriestoricasenzatrend, ottenutamediantela stimadi soli 5 parametri
espliciti, va giudicataimportante. Soprattutto,la dinamicadei residui
stimati (cod comesintetizzatadalla stima della funzionedi autocorre-
lazione,di cui al secondaraficodellaFigurall) e coerenteconle real-
izzazionitipiche dei processWN, indicandoun buon adattament@om-
plessvo del modelloalle realizzazioni.

7. Considerazionffinali

Il lavoro ha discussasul piano dei processie degli aspettiinferen-
ziali le principali questionipostedallamodellisticaper serieidrologiche,
perle quali e presentespessaonun ruolo rilevante,unacomponentali
lungamemoria.Nell'analisiempiricadellaseriedelle portatedel Tevere
e emerso poi, comela modellisticadebbaincludereancheunacompo-
nentedeterministicastagionalechecontribuiscein manierarilevantealla
spiegazionee previsionedi talefenomeno.
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