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Summary: In this paper we propose a critical review on testing statistical hy-
potheses in time series analysis for the identification and the model checking
steps. After a preliminary discussion about the stochastic foundations of linear
modelling, the related issues of Normality and stationarity are raised in frequen-
tial and time domains. Moreover, the problems of outliers and influential data
are considered in a modelling framework. Some general comments and final re-
marks conclude the paper.
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1Questo lavoro costituisce un parziale adattamento della relazione invitata
presentata al Convegno della Commissione Scientifica della SIS su “Metodi Stati-
stici ed Econometria” il 28 maggio 1993, presso la Facolta di Scienze Statistiche
dell’Universitda di Bologna. Tale contributo non & mai stato pubblicato per
cui, nonostante abbisogni di un un aggiornamento bibliografico, ci sembra an-
cora valido sia per la prospettiva metodologica che per le considerazioni critiche
che contiene. Soprattutto, ci dispiaceva disperdere un patrimonio bibliografico,
notevole ed importante per ogni eventuale sviluppo successivo.



1. Introduzione

La identificazione e la verifica di modelli per serie storiche sono
temi riguardanti il nucleo centrale della ricerca statistica ed econo-
metrica su dati temporali. In tale ambito, questo lavoro intende
essere una rassegna critica, circoscritta nelle tematiche affrontate
e nel periodo temporale esaminato: per sua natura, quindi, esso
si configura come una libera scelta dell’Autore che potra solo sfio-
rare tematiche ed aspetti pure importanti, per i cui approfondimenti
il ricorso alla bibliografia ¢ necessario. Se cio aiuta a circoscrive
i danni, resta ancora vero che gli argomenti esclusi sono certo piu
numerosi di quelli trattati®>. In effetti, I’articolo intende esaminare,
in un’ottica unitaria, le questioni derivanti dalla verifica di ipotesi
statistiche sia nella fase di specificazione di un modello che in quella
di conferma a posteriori del medesimo, dopo essere stato stimato
dalle osservazioni. La procedura si caratterizza in modo dialettico
perche la costruzione di un modello statistico avviene, progressiva-
mente, confrontando le informazioni presenti nei dati con ’aderenza
di questi a schemi precostituiti. Poiché ¢ convinzione unanime che
“tutti i modelli sono intrinsecamente sbagliati”, il test si configura
come una verifica di ipotesi individuate all’interno di un insieme arbi-

2Tranne brevi cenni, sono esclusi dalla nostra trattazione i modelli non lineari
e quelli caotici (per questi ultimi, si vedano Vitale, 1993 ed il numero monografico
del JRSS, B, 1992, vol.54, n.2, che costituisce una aggiornata introduzione stati-
stica al tema), i modelli spazio-temporali (per i quali si possono consultare i lavori
contenuti in Zani, 1993), i modelli multivariati di serie storiche (per i quali un
testo pregevole ¢ quello di Liitkepohl, 1991). Inoltre, in questo lavoro non saranno
esaminati test e procedure di tipo Bayesiano, ne’ le altre problematiche stati-
stiche nate con interessi prevalentemente econometrici, come i test di causalita,
I’analisi di cointegrazione e sulle radici unitarie, i modelli a ritardi distribuiti,
quelli ad equazioni simultanee e quelli con cambiamenti di regime (Un ottimo
testo per lo studio econometrico delle serie storiche ¢ quello di Hamilton, 1995).
Infine, la problematica della destagionalizzazione -che per sua natura include un
numero notevole di test statistici su serie temporali- puo essere ragionevolmente
riassunta mediante i lavori di Findley et al. (1998), Gomez e Maravall (1997),
Piccolo (1999) e mediante I’esame della cospicua bibliografia richiamata in questi
lavori.



trario di possibili specificazioni: queste ultime sono delimitate dalla
convenienza operativa, dalla tipologia delle applicazioni, dal software
disponibile, dal livello di sofisticazione degli utenti, dalla frequenza
delle modifiche da effettuare, e cosi’ via3.

L’articolo si snoda secondo tre livelli interconnessi: anzitutto,
si introduce la tipologia dei modelli e dei test per serie storiche;
quindi, si discute della specificazione statistica del modello e della
verifica delle condizioni preliminari perché essa risulti corretta; in-
fine, si esaminano i test sulla bonta di adattamento (goodness-of-fit)
del modello stimato. Le considerazioni finali si soffermano breve-
mente sulla validita di una inferenza condotta su fenomeni dinamici
e sulla necessita che essa si svolga utilizzando sia la teoria specifica
dello scienziato che conosce ed interpreta i fenomeni reali, che lo
strumentario statistico piu efficiente per i dati disponibili.

Infine, anche se obiettivo prioritario di questo contributo ¢ il ten-
tativo di giungere ad una sistematizzazione unitaria di numerose pro-
poste presenti nella letteratura, secondo una chiave di lettura perso-
nale, esso contiene anche qualche suggerimento innovativo sul quale
varrebbe la pena di indagare successivamente.

2. Modell: e test per serie storiche

In questo paragrafo, richiamiamo brevemente simbologia e no-
tazione della modellistica che utilizzeremo, accennando poi alla tipolo-
gia dei test cui faremo riferimento.

Ogni ricerca empirica su dati reali postula un meccanismo genera-
tore (che ¢ e resta incognito per il ricercatore) ma che conviene circo-
scrivere per finalita operative o di ricerca ulteriore. In quest’ottica, il
modello ¢ un fatto strumentale, progressivamente perfezionabile ma
sempre imperfetto, utile e necessario per “mimare” il meccanismo
generatore delle osservazioni. In quanto tale, va controllato e sosti-

3Per una discussione generale sui test, con particolare riferimento alle te-
matiche affrontate in questa rassegna, si vedano i lavori di Monari (1993), Monfort
(1993), Orsi (1993).



tuito non appena la conoscenza scientifica migliora, la metodologia
statistica si raffina, i mezzi di calcolo divengono piu potenti, le infor-
mazioni sperimentali si arricchiscono. Per questo, da circa trent’anni,
abbiamo diffuso nel nostro Paese, sia nella didattica che nella ricerca,
un paradigma di analisi della modellistica per dati dinamici che si
snoda sul percorso logico:

| Serie | — |L\Iodc]lo| — | Processo |

Questa impostazione, che deriva da procedure ben consolidate
in ogni settore della conoscenza sperimentale, ha successivamente
ricevuto cittadinanza e formalizzazione in Econometria (Spanos, 1986
ed i riferimenti citati) mediante lo schema corrispondente :

Data Generating Process | < ll\‘lodel| & |Data|

In effetti, noi consideriamo il processo stocastico Xt come la strut-
tura probabilistica che genera la serie storica {x¢,t=1,2,...,n}; ebbene,
Xt € solo una parte finita delle realizzazioni {x¢,t=...,—1,0,+1,...} del
processo Xj.

La famiglia delle ripartizioni finite di X; costituisce, sotto ipotesi
convenienti, la conoscenza necessaria e sufficiente per la sua identi-
ficazione; ma la sua complessita analitica ¢ in generale cosi’ elevata
che solo restringendo la classe di processi “utili” sara possibile per-
venire dalla specifica serie osservata a quel particolare processo che,
con elevata probabilita, potrebbe averla generata.

Quindi, per inferire su X{ occorre una ipotesi distributiva sulla
famiglia di variabili casuali (v.c.) X;. Tale conoscenza non ¢ senza
conseguenze pratiche; infatti, solo in tal modo ¢ corretto rispondere a
domande riguardanti X | (se k> 0, trattasi di previsione; se k< 0,
trattasi di dati mancanti; se k# 0, trattasi di interpolazione), alle sue
eventuali componenti (estrazione del segnale, destagionalizzazione),
alla misura del legame con altri fenomeni (modelli econometrici, ana-
lisi multivariata, rappresentazioni multidimensionali), e cosi’ via.

D’altra parte, ¢ possibile risalire dalla serie al processo solo se si
ammette che nei dati vi siano sufficienti informazioni per costruire



stimatori almeno consistenti dei parametri di interesse’: cio richiede
la stazionarieta, la ergodicita e la Gaussianita di X¢. Rinviando
all’abbondante bibliografia sul tema per un dettagliato esame di tali
proprieta (tutt’altro che coincidenti), va evidenziato come il pas-
saggio dal processo ad una classe di modelli che ne costituisca una
parametrizzazione (efficace sul piano operativo ed efficiente sul pia-
no statistico) avviene grazie al teorema di Wold®. Nelle sue linee
essenziali, questo fondamentale risultato afferma che la stazionarieta
del processo consente una rappresentazione lineare tramite un pro-
cesso White Noise (una successione incorrelata di v.c. di media zero
e varianza costante) ed un insieme di parametri che, se il processo ¢
Gaussiano, ne determinano sia la variabilita che la correlazione se-
riale.

Nel seguito, per ragioni di natura statistica, delimiteremo la di-
scussione ai processi lineari Gaussiani (ed a quelli ad essi ricon-
ducibili); infatti, tale struttura parametrica discende dal teorema di
Wold tramite la stazionarieta. Inoltre, la Gaussianita consente la
sua identificabilita tramite opportune funzioni-momento, connesse in
modo semplice ai parametri del modello e, a loro volta, stimabili in
modo efficiente dalle osservazioni.

Tale ¢ I'ambito nel quale avviene nel 1970 una sorta di “rivoluzione
culturale” grazie al lavoro di Box e Jenkins, il cui merito incontesta-
bile ¢ stato quello di proporre una procedura operativa mediante la
quale, data una qualunque successione temporale, si costruisce per
essa in modo efficiente un modello statistico lineare finalizzato alla

4Una situazione completamente differente ¢ quella della verifica di ipotesi stati-
stiche su numerose serie brevi, come trattato da Cox & Solomon (1988), ovvero
su una collezione di processi, come trattato da Azzalini (1984).

°Il teorema di Wold rappresenta uno dei momenti centrali della analisi sta-
tistica delle serie storiche perché consente il passaggio da un’analisi ad hoc sui
fenomeni dinamici alla possibilita di costruire modelli a partire dalle osservazioni
in modo completamente generale. In fondo, esso rientra nella filosofia tipica
della scienza statistica, perché consente la migliore riduzione delle informazioni
presenti nei dati ed indica, parimenti, lo strumento efficace per operare quella
riduzione. Cio resta valido anche per le successive numerose generalizzazioni e
varianti del teorema di Wold.



previsione e al controllo. Gli anni successivi hanno mostrato che tale
modellistica pud avere innumerevoli altre finalizzazioni essendo, pro-
prio grazie al teorema di Wold, la struttura fondamentale e primaria
per qualsiasi sviluppo sull’analisi delle serie storiche.

Nella sua essenza, come ¢ gia evidente sin dai lavori di Wold
(1954), Grenander e Rosenblatt (1957), Whittle (1963), la modelli-
stica ARMA nasce come approssimazione di tipo razionale® dell’opera-
tore lineare (e quindi dello spettro) di un processo lineare Gaussiano.
Su tale risultato, secondo i canoni propri dell’analisi numerica delle
funzioni limitate, si basa la possibilita di pervenire ad una formaliz-
zazione parsimoniosa e malleabile.

Nel seguito, sia Z¢=X¢ — 1t un processo Gaussiano stazionario di
media zero e dal quale e stata eliminata qualsiasi componente pre-
determinata. Diremo che Zy ~ARMA(p,q) se esso ¢ generato dalle
relazioni ricorsive: ¢(B)Z; = #(B)a¢, ove a; € una successione incor-
relata di v.c. N(0,0?), siglata con WN. Gli operatori in B (definiti da:
Bth =Zi ), Yk=0, £1, £2, ...) sono tali che ¢(B)f(B)=0 possiede
tutte le (p+q) radici esterne al cerchio unitario, il che garantisce
stazionarieta alla componente AR ed invertibilita alla componente
MA; inoltre, la rappresentazione ¢ minimale nel senso che ¢(B) e 8(B)
non hanno radici comuni. Il processo ARMA possiede funzione di
autocovarianza v, =E(Z(Z;_)) e funzione di autocorrelazione globale
PL="k/ "o assolutamente sommabili e son ben definite le loro trasfor-
mate di Fourier piu utili: lo spettro f(w) e lo spettro normalizzato
f(w) /70, rispettivamente.

Data una realizzazione finita {z¢, t=1,2,...n}, le problematiche
che concernono il test delle ipotesi statistiche intervengono in almeno
due momenti essenziali: quello iniziale, che riguarda la specificazione
del modello, e quello finale, che riguarda la verifica successiva quando
tale modello ¢ stato adattato alle osservazioni. Poiché questi aspetti
saranno discussi con ampiezza nei paragrafi successivi, esaminiamo
ora la tipologia dei test in rapporto al loro utilizzo nell’ambito della
modellistica per serie storiche’.

5Tale approccio ¢ stato discusso con ampiezza da Piccolo (1990 a), 123-146.
"Per una buona introduzione alla problematica dei test segnaliamo le trat-




In primo luogo, ¢ abbastanza raro trovare test esatti nello studio
delle serie storiche, e cid avviene per almeno due motivi:

1) non sono ripettate le condizioni usuali dellinferenza, ciot quella
di distribuzioni identicamente e indipendentemente distribuite per
Zt;

ii) la numerosita dei dati necessari per la costruzione dei modelli
su serie storiche ¢ tale da legittimare, nella gran parte dei casi, test
di tipo asintotico®.

Esaminando le varie tipologie di test, osserviamo che la verifica
dei parametri stimati si conduce spesso tramite I’approccio detto di
pura significativita (Cox e Hinkley, 1974) rapportando il parametro
stimato al doppio del suo errore standard. Cid andrebbe esaminato
con cura nella modellistica di numerose serie storiche perché, se uti-
lizzato come criterio decisionale automatico, esso prevede comunque
un errato rifiuto di Hy al 5%, cio¢ una volta su 20 test indipendenti.
La diffusione massiccia di test (peraltro, non-indipendenti fra loro),
offerta in gran numero dai moderni software econometrici, suggerisce
qualche rilievo critico sulla pratica di esaminare “tutti” i test per giu-
dicare di un modello: anche se i dati sono statisticamente coerenti
con il modello, in tali casi, almeno qualche test produrra il rifiuto
dell’ipotesi nulla, senza che cid implichi alcuna valutazione critica sul
modello.

Una distinzione importante avviene tra test “nested” e “non-
nested”, dove i primi includono ipotesi che possono essere considerate
casi particolari dell’alternativa, mentre nei secondi si tratta di con-
fronto tra modelli sostanzialmente differenti.

tazioni di Harvey (1981), 144-188, e di Cappuccio e Orsi (1991), le ampie rassegne
di Engle (1984) e Rothenberg (1984) e gli articoli di Breusch e Pagan (1980), di
Hosking (1980) e di Orsi (1990).

8In tali situazioni, si deriva un test di tipo asintotico e, successivamente, se
ne controlla la validitd per n finito (in termini di livello nominale e di potenza)
mediante studi di simulazione. Per una introduzione ai test asintotici si vedano:
Buse (1982) e Piccolo (2000), 639-653. Pitt ampi riferimenti (con una note-
vole enfasi per gli interessi econometrici) si ritrovano nei volumi di Gourieroux e
Monfort (1995), che affrontano le problematiche inferenziali dei test per modelli
dinamici da molteplici punti di vista e con notevole rigore formale.



Per quanto riguarda i test “nested”, la letteratura annovera alcuni
test asintotici tra i quali i pit diffusi sono: LR (Likelihood Ratio
test), LM (Lagrange Multiplier oppure Scoring test), W (Wald test).
Nonostante alcuni risultati parziali, e alcune graduazioni sotto certe
ipotesi, e complesso stabilire in generale criteri di preferenza tra essi,
essendo tutti distribuiti asintoticamente come una v.c. x? con pari
gradi di liberta.

In effetti, la scelta a favore di uno di essi dipende dal problema e
dalla convenienza computazionale. Per questo, il LM test si ritrova
piu spesso degli altri in quanto, per la sua determinazione, occorre la
sola stima parametrica sotto Hy (il che ¢ generalmente piu semplice);
studi empirici mostrano anche soddisfacenti livelli di potenza rispetto
ad alternative di tipo “locale”. Inoltre, il LM test presenta I'indubbio
vantaggio di essere spesso riconducibile al valore n*R? (cio¢ in fun-
zione del tradizionale indice di determinazione per alcuni modelli di
regressione) per cui, anche con i software pitt comuni, esso puo essere
agevolmente dedotto tramite una opportuna ri-stima di regressioni
“ampliate” sui residui (Breusch e Pagan, 1980).

Meno applicati ci risultano sia il test di Wald, che richiede la stima
sotto l'ipotesi alternativa (spesso piu complessa e, talora, nemmeno
specificata in dettaglio), che il LR test, che richiede la stima sotto le
due ipotesi, ristretta e non-ristretta, assommando quindi le difficolta
dei due test precedenti senza produrre, generalmente, vantaggi in
termini di potenza.

Per quanto riguarda i test “non-nested”, non ci sembrano diffuse
-nel caso delle serie storiche- le proposte di Cox (1962) e di Atkin-
son (1970). Invece, come sara discusso in seguito, a seguito del la-
voro di Akaike (1974), hanno riscosso maggiore adesione gli approcci
derivanti dal confronto tra modello dei dati e modello ipotizzato

mediante misure di informazione, come la divergenza di Kullback-
Leibler.
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3. Identificazione e verifica nei modelli per serie storiche

La costruzione di un modello statistico avviene mediante la in-
terazione progressiva tra distribuzione a priori, verosimiglianza, ap-
prossimazioni numeriche e nuove informazioni. Peraltro, il progresso
metodologico (in Statistica, Econometria, Analisi numerica) costringe
a rivedere alcune priorita sia nella specificazione che nella verifica dei
modelli.

In sintesi, la identificazione® di un modello per serie storiche con-
siste nella determinazione delle sue caratteristiche di rango nell’ambito
di una certa classe; in altri termini, occorre determinare le condizioni
essenziali per definire la funzione di verosimiglianza che configura la
tappa successiva come stima efficiente, consistente, asintoticamente
Normale, etc. Per questo, i test di identificazione costituiscono una
successione piuttosto numerosa di verifiche di sotto-ipotesi partico-
lari.

Per contro, la fase di verifica di un modello ¢ successiva alla
sua stima e costituisce, quindi, una conferma derivata dai dati della
parametrizzazione ricercata (per rango e per valore dei parametri),
sia di per se’ che rispetto a formulazioni alternative.

Sul piano formale, nella fase di identificazione c¢i poniamo pro-
blemi che riguardano Z¢, ¢(B) e a¢ nel processo lineare: Zi=1(B)ay.
Invece, nella fase di verifica ci poniamo problemi che riguardano '1,7)(B)
e a¢ nel modello stimato: zt:y‘z(B) at. Ora, se a¢ ¢ stima consistente
di a¢, ogni affermazione su ‘:f: ¢ probabilisticamente “vicina” alla cor-
rispondente affermazione su v e, quindi, sul processo generatore dei
dati: il che puo essere utilizzato nei test di verifica sul modello sti-
mato.

Anche se le due fasi sono logicamente differenti, sul piano ope-
rativo sono regolarmente connesse. Per esempio, la individuazione

?Continueremo a parlare di “identificazione” anche se sarebbe piu corretto
definire tale fase “specificazione”. La terminologia risale al lavoro di Box e Jen-
kins (1970) che la circoscrivono alla sola “identificazione” degli ordini (p,d,q) di
un modello ARIMA; tuttavia, essa si ¢ diffusa in altri contesti e viene spesso
utilizzata anche in frasi come “Model Identification” di contenuto piti generale.

11



di una componente MA(1) ¢ un test di specificazione se applicata
alla serie originaria ma costituisce il rifiuto dell'ipotesi Hy nel test
di adattamento se applicata alla serie dei residui da un modello gia
stimato; eppure, avviene con i medesimi strumenti e con lo stesso
software, anche se con differenti gradi di liberta.

La differenza, sul piano logico e computazionale, risiede in questo:
un test di specificazione & sempre una verifica della dinamica di Z
a partire da z; nel quale at, che determina Z; tramite (B), non
e osservabile; invece, un test di adattamento ¢ un raffronto tra z;
osservata e a¢ dedotta condizionatamente ad un modello (specificato
prima e stimato poi, a partire da z¢). Come osservato da Whittle
(1952), nel primo caso la specificazione avviene discriminando tra
tante ipotesi, nel secondo il “fitting” e valutatato prioritariamente
verso una ipotesi di WN dei residui stimati.

Per accentuare questa analogia, che giustifica anche la sequen-
zialita dei successivi paragrafi, supponiamo di possedere una proce-
dura 7(.) per verificare 'ipotesi che una serie sia generata da un
processo WN contro 'alternativa che sia gencrata da un modello
specificato da . Ebbene, nella fase di identificazione il test opera
mediante 7(z¢); invece, nella fase di diagnostica il test opera mediante
T(ay) = T(@B'l(B)zt) valutando la capacita di ¢! di trasformare zt
in una serie a¢, il pit possibile simile alle realizzazioni di un processo
WN. Pertanto, alcuni test sulla serie originaria si traducono in modo
quasi identico sulla serie dei residui stimati da un modello sotto Hy,
anche se si modifica lo spazio in cui essi si muovono (e quindi i gradi
di liberta della distribuzione di riferimento).

Nel seguito, e in modo trasversale rispetto alle due fasi elencate,
la nostra analisi si snodera nel modo seguente:

i) occorre verificare, anzitutto, se il processo ¢ Gaussiano e staziona-
rio, ovvero quali varianti sostanziali a tale ipotesi devono essere prese
in considerazione;

i1) quindi, il teorema di Wold assicura la rappresentazione parame-
trica di tipo lineare sia per una eventuale componente deterministica
(da individuare ed eliminare con metodi regressivi) che per una com-
ponente essenzialmente stocastica (per la quale una approssimazione

12



parametrica di tipo razionale ¢ efficiente sia sul piano statistico che
su quello computazionale);

iii) infine, occorre identificare gli ordini del modello e, successiva-
mente, verificarne la validita statistica complessiva.

Le proprieta di stazionarieta, linearita, memoria finita e reversibi-
lita temporale sono concetti strettamente connessi alla Gaussianita
del processo che appare, quindi, come una delle ipotesi principali'® da
verificare, o a cui ricondursi, anche per le conseguenze derivanti dalla
stima. In tale ambito, si giustifica lo spazio che daremo alla verifica
e alla ricerca della stazionarietd, una tematica la cui rilevanza si ¢
recentemente accresciuta anche in ambito econometrico, con la nota
problematica delle “radici unitarie”.

A tale schema premetteremo una discussione circa la possibilita di
estrarre informazioni da una serie storica in termini di capacita pre-
visiva poiché, infatti, il rifiuto di tale ipotesi ¢ preliminare rispetto a
tutte le analisi successive.

4. Il contenuto previsivo intrinseco di una serie

La disponibilita di software potente e poco costoso ha alterato la
prospettiva tradizionale (Kendall, 1973) secondo la quale, prima di
ogni analisi, di tipo parametrico o non-parametrico, occorreva con-
trollare se la serie fosse assolutamente casuale; in effetti, tale proble-
matica viene oggi relegata alla verifica di alcuni test sui residui ot-
tenuti da un modello stimato. Poiché non si ha casualita in assoluto,
ma solo in rapporto ad alternative prefissate, il rifiuto dell’ipotesi
nulla di casualita nelle osservazioni indica di fatto, nel contesto delle
serie storiche, una preferenza verso un modello con contenuto previ-
sivo specificato.

19La Gaussianita costituisce un punto di riferimento abbastanza usuale, anche
quando non & strettamente imposta al processo. Per esempio, nella terminologia
di Whittle (1953), si parla di stimatori Gaussiani (che sono approssimazioni spet-
trali) quando si derivano stimatori per i parametri mediante la massimizzazione
della verosimiglianza determinata sotto I'ipotesi di Normalita, anche se essa non
¢ presupposta per il processo.
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D’altra parte, va distinta la possibilita di migliorare le previsioni,
utilizzando modelli “superiori” e metodologie pin raffinate, dalla pos-
sibilita di individuare -in rapporto ad una certa classe- la capacita
previsiva “massima” compatibile con le osservazioni'!. Parlando di
contenuto previsivo intrinseco, intendiamo sottolineare come ogni
successione temporale possieda una “sua” capacita previsiva, che per-
altro puo essere stimata dai dati.

E’ noto che l'indice di capacita previsiva'? per un solo orizzonte
temporale, condizionato alla storia passata, ¢ espresso da:

R? = 1—Var(a¢)/Var(Z). Se il processo ¢ lineare, esso ¢ funzione es-
clusiva dei parametri del processo essendo R? :(1+(Zz,/:J?)‘ )7t =(1+A4"1)7
avendo posto: A:Ez,'sz.

Ebbene, grazie alla formula di Kolmogorov, che esprime la va-
rianza minimale delle innovazioni o tramite lo spettro f(w) di Zt, si
puo scrivere:

R? =1~ (27) % exp{(2n) ™! /_: logf(w)dw}/Var(Zy)

Poiché per ogni successione stazionaria sia Var(Z) che f(w) sono
esprimibili tramite stimatori non-parametrici, ¢ possibile pervenire ad
una stima R? da utilizzare come riferimento in rapporto alla analoga
quantita dedotta dal modello. Tale constatazione da un lato consente
di verificare I'effettiva bonta del modello, dall’altro informa circa le
aspettative della serie in rapporto alle previsioni, costituendo un test
preliminare non vincolato ad un solo modello*?.

" Questo aspetto ¢ discusso con ampiezza in Piccolo (1984 a).

'2Sul piano formale, un approccio pint generale trovasi in Jewell ¢ Bloomfield
(1983) e Jewell et al. (1983) mentre le tematiche dell'indice R?> per processi
lineari sono state affrontate da Nelson (1976) e Piccolo (1982 b; 1984 a) e sono
state riprese, di recente, anche da Bhansali (1993). Qui stiamo sintetizzando
argomenti sviluppati da Corduas (1990) e Piccolo (1990 a), 146-151.

13Se invece il modello & specificato, allora, utilizzando il lavoro di Nagelkerke
(1991) che si basa su precedenti proposte di Maddala, Cox e Snell e Magee,
si puo pervenire ad una definizione completamente generale di un coefficiente
di determinazione, anche per modelli di serie storiche, mediante I’espressione:

2

= 1—[L(0)/L([3’)]2/”, dove L(0) e L(d) sono rispettivamente le verosimiglianze
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La problematica della stima spettrale non-parametrica di o?, cui
abbiamo fatto riferimento, ¢ affrontata da Davis & Jones (1968),
Bhansali (1974), Janacek (1975), Hannan e Nicholls (1977) e genera-
lizzata al caso multivariato da Jones (1976). Inoltre, Pukkila e Nyquist
(1985) hanno suggerito di utilizzare come stimatore spettrale della
varianza delle innovazioni la formula di Kolmogorov, ma modifi-
cando il periodogramma usuale con una procedura di “tapering” (a
causa dell’effetto di distorsione della sua stima!?): questa operazione
risulta tanto piu efficace per quanto piu si ¢ vicini a situazioni non-
stazionarie. Nel loro lavoro, pertanto, viene proposto di stimare o>
tramite lo stimatore non-parametrico:

2

12 s

~2 E iy} + G
= 9rxexn(— l [7 (W .

o =21 Clp(nj:l ogl, r(w;) + v 12”)

dove y=0.57721 ¢ la costante di Eulero, mentre In,T(') ¢ il perio-
dogramma “tapered”.

Pertanto, la nostra proposta ¢ cosi’ schematizzabile: prima di
quasiasi modellistica, si puo stimare I'indice R? (utilizzando la stima
spettrale 62 per la varianza del processo WN e 'usuale varianza cam-
pionaria per la stima per processo Z;), e poi confrontarlo con quello
deducibile dal modello (in modo parametrico o non-parametrico). In
altra ottica, si puo utilizzare la stessa procedura sui residui per veri-
ficare ’adattamento di un modello stimato.

Invece, la stima della varianza delle innovazioni in un contesto
parametrico (generalmente AR) e le sue connessioni con la stima
dell’ordine AR sono affrontate da Paulsen e Tjostheim (1985), che
insistono sui problemi posti dalla distorsione degli stimatori AR ot-
tenuti dalle equazioni di Yule-Walker.

A tale riguardo, poiché il calcolo di R? =1 — X(a()?/S(z —7)% ¢
una misura onnipresente negli output di pacchetti statistici ed econo-

nel modello adattato alle osservazioni e quello “nullo” sotto Hy. Tale misura
possiede tutte le proprieta del classico indice R? nella regressione, e pud ancora
essere normalizzato.

"Per una discussione sulla riduzione della distorsione sia nei parametri che
nella varianza del WN, apportata dal “tapering”, si puo consultare Zhang (1992).
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metrici, va detto che tale stimatore ammette una distribuzione asin-
toticamente Normale, derivata -nel caso dei modelli ARMA- da Hosk-
ing (1979). In tal modo, si puo predisporre un test di significativita
utilizzando tale indicatore poiché:

ViR - ) — N(0,1),

24/v(1 — R?)

dove si ¢ posto: I/:Z?:O pi. Quest’ultima quantitd puo essere va-
lutata sulla base di un modello oppure stimata dai dati.

5. Test di Normalita su serie storiche

Laffermazione secondo cui z¢ ¢ generata da un processo Z¢ Gaus-
slano ¢, assieme alla stazionarieta, una delle ipotesi pit importanti'®
delle serie storiche perché agevola la costruzione di un modello, nelle
sue varie fasi, rendendo anche ottimali le previsioni lineari basate
sulla storia passata di Z;. Il problema ¢ complicato dal fatto che
dovendo verificare la Gaussianita di a; (che non & osservabile) oc-
corre esaminare z¢. Anche per questo ¢ necessario eliminare dalla se-
rie, prioritariamente, ogni componente deterministica che impedisca
alle realizzazioni di essere generate da un processo Gaussiano: trend,
valori eccezionali, cambi di livello, non-linearita, etc.

D’altra parte, va ricordato che ogni combinazione lineare di v.c.
indipendenti e identicamente distribuite tende velocemente a pro-
durre v.c. Normali, grazie ad una generalizzazione del teorema limi-
te centrale (Mallows, 1967). Pertanto, I’assenza di Normalita deve

Vi sono altri legami tra identificabilita e Gaussianita di un processo stoca-
stico, tra cui la reversibilita e la direzionalita, rispetto a t, delle serie storiche.
Infatti, Weiss (1975) ha mostrato che processi ARMA(p,q) con p> 0 sono re-
versibili se e solo se sono Gaussiani ed il risultato giustifica molte delle varianti
non-lineari, ampiamente discusse, fra gli altri, da Tong (1990). A tale riguardo
segnaliamo 'aggiornata rassegna di Lawrance (1991) e il lavoro di Breidt e Davis
(1990), mentre Lawrance e Lewis (1992) sfruttano la irreversibilita temporale per
la identificazione di strutture non-lineari e non-Gaussiane.
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indurre dubbi sulla linearita del processo oppure suggerire una cor-
relazione seriale di lag molto basso. Per esempio, ¢ pressocché im-
possibile, partendo da una qualunque distribuzione di a; con varian-
za finita, generare processi AR che non siano Normali per cui la
non-Gaussianita puo essere indice di componenti MA di basso or-
dine (Lusk e Wright, 1982) generate da processi WN non-Gaussiani
ovvero di dinamiche non-reversibili (Weiss, 1975) e quindi non-lineari
nel processo.

Circa il ruolo della Normalita nelle serie storiche, si possono indi-
viduare tre momenti:

1) si verifica se la serie ¢ Gaussiana;

i) se non ¢ Gaussiana, si puo individuare quale trasformazione
avvicina le osservazioni alla Normalita in rapporto alla simmetria,
unimodalita, curtosi, verificando poi sulla serie trasformata se tale
Normalita e stata adeguatamente raggiunta;

iii) si utilizza la verosimiglianza Gaussiana anche se la serie non
¢ strettamente Gaussiana, grazie ai risultati di Whittle (1953) che
mostrano che gli stimatori cosi’ derivati sono comunque asintotica-
mente efficienti, Normali e consistenti (Dzhaparidze, 1986).

La teoria classica utilizzerebbe a tale riguardo gli usuali test di
adattamento confrontando frequenze osservate e frequenze teoriche
sotto l'ipotesi di Normalita mediante il test y?. Mentre ¢ sicura-
mente utile confrontare istogrammi'® dedotti dalla serie con una di-
stribuzione Normale, occorre molta cautela nell’applicazione dei test
x? di adattamento su dati correlati. A tale riguardo, sotto ipotesi
abbastanza generali sui processi lineari, Gasser (1975) ritrova le di-
stribuzioni asintotiche per gli indici di asimmetria e curtosi, a meno
di (’)(11’2), gia precedentemente ottenute da Lomnicki (1961).

Una rassegna molto ampia sui test di Normalita per dati indipen-
denti trovasi in Mardia (1980) e D’Agostino (1982): tale disamina

16 A tale riguardo, ci sembra preferibile 'uso di istogrammi perequati, meno
vincolati di quelli tradizionali all’ampiezza delle classi e a dati estremi: i soft-
wares oggi disponibili consentono una buona qualiti grafica ed una malleabilita
di esecuzione che si rivelano importanti per individuare sottoserie, cambiamenti
di regimi, valori anomali, e cosi’ via.
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mostra che studi teorici ed esperienze di simulazioni, anche vaste
(Shapiro et al., 1968), suggeriscono una certa preferenza per i test
basati su osservazioni ordinate, soprattutto quando si tratta di cam-
pioni non eccessivamente numerosi. In tale circostanza, si preferisce
spesso il test Wy di Shapiro e Wilk (1965) definito come il rapporto
tra due stimatori della varianza della popolazione: il primo, ottenuto
mediante combinazione lineare dei dati ordinati; il secondo, nel modo
usuale. La significativita del test abbisogna di tavole, predisposte
dagli stessi Autori. Successivamente, Royston (1982) ha ampliato
quelle tavole per 3<n< 2000 pervenendo, quindi, ad una trasfor-
mazione di Wp che approssima molto fedelmente una v.c. Normale
standardizzata.

Poiché la difficolta del test deriva dalla necessita di disporre di
tavole per i coefficienti della combinazione lineare ovvero per i livelli
critici usuali, nel caso delle numerosita coorenti nell’analisi di serie
storiche, si puo sostituire al test Wy uno dei tanti proposti con la
stessa logica da D’Agostino (1971), Shapiro e Francia (1972), Filliben
(1975): la loro equivalenza asintotica con quello di Shapiro e Wilk &
stata dimostrata da Verril e Johnson (1987), anche se resta difficile
esplicitarne la distribuzione esatta (Leslie et al., 1986).

Fra questi, il test di D’ Agostino (1971) puo essere calcolato tramite
la statistica:

n
Dp = 33.349 % n™/2( 30 {j — 0.5(n + 1)}z — 0.282).
1=

Poiché, sotto I'ipotesi nulla, Dy — N(0,1), la sua utilizzazione &
immediata e non richiede ulteriori elaborazioni o tavole statistiche.

Tali risultati (derivati nel caso di campioni casuali di v.c. indipen-
denti e somiglianti) possono essere utilizzati anche nel caso di serie
storiche grazie ad un risultato fondamentale di Pierce (1985), il quale
dimostra che i test di Normalita basati sui residui da un modello AR
possiedono la stessa distribuzione asintotica dei test basati su os-
servazioni indipendenti ed identicamente distribuite. Cio legittima,
sotto ampie condizioni, I'applicabilita dei test di Normalita ai pro-
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cessi lineari, essendo questi approssimabili con modelli AR di ordine
elevato.

A tale riguardo, soprattutto nella letteratura econometrica, si ¢
diffuso un test che si attribuisce a Jarque e Bera (1987). Assumendo
che osservazioni e residui da un modello di regressione derivino da v.c.
appartenenti alla famiglia di Pearson, Jarque e Bera sottopongono a
verifica la Normalita delle osservazioni (e poi dei residui) tramite il
LM test, pervenendo alla statistica:

IBy = n[ (VB1)2/6 + (B — 3)2/24],

essendo Bl e Bz, rispettivamente, le stime dei coefficienti di asimme-
tria e curtosi!”. La v.c. JBp ¢ distribuita asintoticamente come una
v.c. x? con g=2 gradi di liberta.

Bowman e Shenton (1975) proposero lo stesso test “omnibus”
senza ricavarlo dalla teoria dei LM test mentre, per processi lineari,
Lomnicki (1961) aveva gia analizzato, separatamente, gli indici di
asimmetria e curtosi. Un risultato esplicito per processi AR(p) &
proposto da Liitkepohl e Schneider (1989) che applicano con sod-
disfacenti risultati il test JBp alle osservazioni z¢ e al residui ag
(da modelli semplici per serie storiche): i risultati sono migliori sui
residui. Data la semplicita di calcolo, crediamo che un test del genere
potrebbe costituire la regola in tutti i programmi di identificazione e

stima!®.

7Si osservi che, per un processo lineare di cui ¢ nota la funzione di auto-
correlazione p), ¢ possibile migliorare il test JBp utilizzando le varianze asin-
totiche degli stimatori di asimmetria e curtosi che Lomnicki (1961) ha mostrato
S . i N e 00 37 (B =
essere, rispettivamente, pari a: n * Var(f) = 6 3} _ Pr; nox Var (B2) =

24 Zf{oz_oo plinx Cov(ﬁ’l , Bg) = 0. Evidentemente, JBy ¢ derivato sotto 'ipotesi
Ho: p =0, Xb'k;é 0.

18Successivamente, Jarque e Bera (1990) hanno generalizzato JBy, mediante un
test congiunto Ly per la verifica di Normalita, indipendenza e omoschedasticita
dei residui dalla regressione, agevolmente adattabile ai residui da un modello per
serie storiche. Il test € ancora derivato nell’ambito dei LM test e deve la sua utilita
alla scissione in tre componenti indipendenti, di cui la prima Li,n =JBp € un test
di Normalita, la seconda Ly iy ¢ il test di Breusch e Pagan (1979) per la verifica di
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La letteratura annovera altri test di Normalita, come quelli basati
sulle analisi bi-spettrali (Hinich, 1982), oppure su aspetti specifici
della Normalita multivariata. Fra questi ultimi, ricordiamo il contri-
buto di Cox e Small (1978), di cui si usa talvolta un test di Normalita
bivariata, per controllare la Normalita delle coppie di realizzazioni;
quello di Lin e Mudholkar (1980) per alternative asimmetriche, e di
bimodalita proposto da Oja (1983) in alternativa alla unimodalita
Normale; di Srivastava e Hui (1987) per studiare la Normalitd mul-
tivariata tramite il test di Shapiro-Wilk.

Sul fronte delle trasformazioni Normalizzanti'®, va citata anzi-
tutto quella di Box e Cox (1964), che spesso si risolve in quella logarit-
mica (e di cui ben raramente si utilizza una verifica, anche grossolana,
della sua significativita). Tale problematica ¢ molto ampia e dibat-
tuta, per cui ci limitiamo a segnalare il contributo di Linnet (1988),
che verifica I'effetto della trasformazione su alcuni test di Normalita;
1 problemi posti dagli outliers nella scelta della trasformazione (Car-
roll, 1982) e I'uso di metodi resistenti (D’Esposito, 1984) che hanno
ricevuto recenti conferme da estesi esperimenti di simulazione (At-
tanasio e Wong, 1995). In un contesto di modello di regressione,
Atkinson e Lawrance (1989) mostrano che un LM test proposto da
Lawrance (1987) ¢ asintoticamente preferibile rispetto a numerosi al-
tri test alternativi, ma non ci risultano ne’ test ne’ confronti analoghi
per modelli di serie storiche.

Nella sua formulazione standard, la trasformazione di Box e Cox
cerca di pervenire ad una serie z¢(A) che sia pit Normale, pitt omo-
schedastica e con effetti additivi sulla serie z¢ (che supponiamo pos-

omoschedasticita su residui Normali e indipendenti (con r vincoli di specificazione
della eteroschedasticita) ed infine Ly € il test di Box e Pierce (1970) sulla
somma dei quadrati delle prime m autocorrelazioni stimate sui residui. Se ¢ vera
Ho, Ln =Lin+Lon+Lsn — x? con gradi di liberth g= 24r+m, con addendi
perfettamente corrispondenti.

"Va segnalata, per osservazioni z; €[0,1], la proposta di Wallis (1987) di
considerare la trasformazione log(z/(1—z2¢)) che fa coincidere modelli lineari,
funzioni di autocorrelazioni e trasformate sia per z¢ che per il suo complemento
(1-z¢). Cio appare ragionevole nel trattamento di rapporti di composizione:
maschi e femmine, occupati e disoccupati, favorevoli e contrari, etc.
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itiva o traslata in modo che lo diventi). Cio avviene, stimando con
il metodo della massima verosimiglianza, entro un certo modello, un
parametro A tale che:

zp —1)/A, se X#O0;
_ t ’ )
2(A) = log(zt), se A=0.

Poiché il logaritmo della verosimiglianza e, a meno di costanti non
essenziali:

log[L()\)] o< (—n/2) * 62(\) + (A — 1) * Z log(zt),
t=1

ove 6(A) = Ti—1lzt(A) — zg(W)]*/n, zg(X) = =1 2t(A)/n, spesso
si suggerisce di trasformare z; dividendo tutte le osservazioni per
la loro media geometrica elevata a (A — 1). Per massimizzare la
verosimiglianza delle osservazioni cosi’ trasformate (che, ora, sono
comparabili tra loro), basta cercare il valore di A che minimizza la
loro varianza. i

Draper & Cox (1969) approssimano la varianza dello stimatore A
mediante:

nVar(}) = (2/(34%) * (1 = 71/3 + T72/18) 7",

ove 7; ¢ il momento terzo standardizzato e v, € il momento quarto
standardizzato meno 3, mentre A=\o/(1+Apu).

In pratica, oltre che disegnare la verosimiglianza attorno a A\, si
pud (Draper e Smith, 227-228) tracciare una linea parallela all’ascissa
ad altezza L(\) —1.96 (cioe, circa L(\) —2) individuando i due valori
corrispondenti sulle ascisse, A\; e Ay: ebbene, [\, Az] costituisce, con
buona approssimazione, un intervallo di confidenza al 95% per .

6. La verifica e la ricerca della stazionarieta in media

La stazionarieta viene intesa, nei processi Gaussiani, come omo-
geneita rispetto al tempo del valor medio, della varianza e della fun-
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zione di autocovarianza. In questo paragrafo, esamineremo esclusi-
vamente la verifica e la ricerca della stazionarieta in media®°.

La stazionarieta viene regolarmente violata in quasi tutte le se-
rie economiche, finanziarie, monetarie e aziendali, per cui assume
rilievo la sua verifica e la eventuale successiva trasformazione per
spiegare un trend in livello. Peraltro, in questa ricerca, si assiste
ad un significativo passaggio dall’uso di trend deterministici a trend
di tipo stocastico, questi ultimi sempre pin raffinati e con numerose
valenze interpretative (Harvey, 1989).

La letteratura econometrica, di fronte all’elevata capacita pre-
visiva della modellistica ARIMA, ha acquisito la consapevolezza che
trend lineare secondo una retta e trend stocastico mediante operatori
differenza implicano comportamenti previsivi, test di specificazione e
procedure di stima profondamente differenti. Nella letteratura stati-
stica, questa consapevolezza deriva, sin dai lavori di Wold, Yaglom
e Whittle, dalla necessita e dalla opportunita di utilizzare operatori
stocastici per il trend esattamente come per le altre componenti di
una serie, per spiegare componenti spettrali rilevanti nelle serie reali:
il che ha condotto con naturalezza alla introduzione della modelli-
stica ARIMA. Analogo percorso ¢ stato seguito da studiosi di dati
economici che hanno constatato come, a fini previsivi, interpretativi
e di controllo, I’applicazione di un polinomio in t creava risultati e
conseguenze ben differenti dall’uso di differenze successive?!.

20Per la verifica della omoschedasticita e la modellistica piu recente che cerca di
spiegarne le deviazioni (tramite modelli ARCH e varianti), rinviamo a Judge et al.
(1985), e alla letteratura ivi citata. Similmente, non possiamo entrare nei dettagli
della stabilita della struttura di correlazione seriale essendo il problema connesso
alla costanza dei parametri e del modello rispetto al tempo. In tale ambito,
ci limitiamo a segnalare I'approccio dei modelli AR con coefficienti stocastici,
studiati da Nicholls e Quinn (1982). Una classe molto pii generale per lo studio
di tali dinamiche ¢ quella dei modelli “State Dependent”, introdotti da Priestley
(1980). Un problema specifico consiste nel costruire test per la rilevazione di
“rotture” (cioe modifiche della dinamica del sistema) come affrontato da Fasso’
(1989, 1990), in ambito univariato e multivariato, mediante test analoghi a quello
di Box e Pierce, e derivato nell’ambito della teoria dei LM test. Un test aggiornato
e completo ¢ quello di Hamilton (1995).

*!Fra le conseguenze di una errata specificazione ¢ ben noto che una periodicita
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Una considerazione piu generale, esplicitamente segnalata da Hil-
Imer e Tiao (1979) e formalmente evidenziata da Liitkepohl (1982)
anche mediante evidenze empiriche, riguarda la prassi non corretta
di differenziare simultaneamente serie non stazionarie prima di sot-
toporle a test o modellistica multivariata. Cio crea non-invertibilita
nelle componenti MA, distrugge alcuni legami di tipo AR e non aiuta
ad evidenziare la presenza di “cointegrazione” tra le serie.

D’altra parte, poiché un trend deterministico, se esiste, & impli-
cito nell’uso di un operatore alle differenze, tramite una costante si-
gnificativamente diversa da zero (Dickey et al. 1986), bisognerebbere
in linea di principio optare per le differenze successive (stagionali e
non) sia in funzione della varianza da esse spiegata che della evidenza
grafica di rendere le serie stazionarie nel livello. Anche in tale ambito
¢ sconsigliabile affidarsi ad una procedura automatica poiché essa,
per n finito, condurrebbe a differenziare le serie anche quando sono
necessarie componenti AR con una componente inerziale di un certo
peso. Sul piano frequenziale, cid equivale a confondere uno spettro
con picco infinito nell’origine con uno spettro avente concentrazione
di varianza attorno all’origine.

In ambito non-parametrico, Brillinger (1989) propone un test di
verifica per un trend monotono sovrapposto ad una serie stazionaria
fondato sul rapporto tra combinazioni lineari delle osservazioni rispetto
al suo errore standard e ne mostra la Normalita asintotica e 1’elevata
potenza per un’ampia classe di alternative. In effetti, nel modello
zt=St+E¢ (ove Sy ¢ il trend da stimare mentre E¢ & un processo
stazionario di disturbo) si cerca di verificare: Hg: St ¢ costante, con-
tro l'alternativa Hy: Sy <S;, 1, con almeno un t tale che St <S¢41-
Il test ¢ fondato sulla statistica:

_ 2o Cizy
V2 f1(0) $(er)?

spuria di tipo stocastico ¢ creata da una regressione su t per serie generate da
processi ARIMA (0,1,0), cio¢ “random walk”, come mostrato nel lavoro di Nelson
e Kang (1981) che evidenziano il rischio di ritrovare nei dati un periodo “indotto”
pari a circa 0.83*n.
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nella quale i coefficienti ¢¢, per una serie di lunghezza n, sono stati
determinati secondo criteri di ottimo da Abelson & Tukey (1963) e
sono espressi da:

ct = /t(1 —t/n) = /(t+1)(1 = (t + 1)/n),

mentre fE(O) esprime la stima dello spettro del processo Noise nell’ori-
gine; essa si puo ottenere in molti modi, anche robusti?2.

Nelle serie storiche reali ¢ praticamente impossibile trovare opera-
tori V4 con ordini diversi da d=0,1,2; ma ¢ recente I'interesse per pro-
cessi generati da differenze frazionarie, cio¢ ove d pud non essere in-
tero. La presenza di basse ma persistenti correlazioni seriali anche per
lag assai distanti sono stati notati in molti fenomeni di origine fisica
(metereologici, idrologici, etc.) e, poi, anche in quelli economici e fi-
nanziari non appena si possiedono un numero elevato di osservazioni
(per esempio, settimanali o giornalieri su serie finanziarie). Occor-
revano, quindi, modelli nei quali fosse contemporaneamente presente
una autocorrelazione che tendeva velocemente a zero (e qui la classe
dei processi ARMA con le opportune varianti & piti che adeguata) ed
una autocorrelazione che si annullava con un tasso di decadimento
molto pitt basso di quello esponenziale (e qui la classe dei modelli
ARIMA tradizionali non era sufficiente). Queste esigenze, anche in
connessione alla teoria dell'informazione, sono illustrate con grande
efficacia da Parzen (1992).

Tale aspetto puo farsi risalire alla presenza di una componente wd
nello spettro, quando w — 0 (Cox, 1977), il che ne spiega la difficolta
di individuazione nelle serie economiche, per le quali una numerosita

**1l suggerimento & di Brillinger (1989), 25-26. Il test ha rilevanza per se-
rie molto lunghe ed & stato applicato in ecologia, astronomia, demografia, etc.
(Brillinger si occupa della deforestazione del bacino Amazzonico partendo da
oltre 30mila osservazioni giornaliere), ma affinché diventi realisticamente appli-
cabile ci sembra opportuno adattarlo con stimatori della varianza del processo
WN meno esigenti, fondati su ipotesi parametriche semplici. In tal caso, potrebbe
essere utilizzato sistematicamente sulle serie differenziate nelle procedure usua-
li verificandone significativitd e potenza, anche per campioni di numerosita piu
moderata.



modesta non consente un buon grado di discriminazione spettrale.
Mentre per un processo stazionario ARMA la funzione di autocor-

relazione pp tende a zero come Qk, |0] < 1, un processo frazionario

pk tende a zero come k2d'1, d< 0.5. Granger e Joyeux (1980) intro-
ducono dal punto di vista statistico e nell’ottica dei modelli lineari
tale problematica, mentre una sintesi efficace ¢ contenuta in Brock-
well e Davis (1987), 464-478. Inoltre, Gray et al. (1989) propon-
gono una generalizzazione dei processi ARMA frazionari sostituendo
all’operatore (1—B)d Poperatore di Gegenbauer (1—26B+B?)* che
estende il comportamento spettrale dei processi frazionari a qualsiasi
frequenza angolare 0< w < 7.

Un processo con differenza frazionaria ¢ formalizzato da Hosking
(1981) che, anche sulla base di precedenti lavori: Cox (1977), Granger
(1978, 1980), Lawrance e Kottegoda (1977), Granger e Joyeux (1980),
introduce un modello ARIMA (p,d,q) per il quale —0.5 <d< +0.5 im-
plica sia stazionarieta che invertibilita per Zi; in particolare, mostra
come d< +0.5 implica la stazionarita di Z¢, mentre d> —0.5 implica
la invertibilita di Z;.

Pertanto, il processo vd Z¢=ay copre un ampio spettro di possi-
bilita:

i) per de(0, .5) e stazionario con effetti persistenti (cio¢ “long
memory”: funzioni di autocorrelazione globale e parziale tutte po-
sitive e monotonicamente decrescenti a zero in modo iperbolico con
spettro concentrato alle bassissime frequenze);

ii) quando d=0 ¢ un processo WN;

iii) quando de(—.5,0) il processo ha funzioni di autocorrelazione
globale e parziale tutte negative per lags k 0 con spettro concentrato
alle altissime frequenze.

Allora, un modello ARIMA(p,d,q) con de(—.5,+.5) puo essere
scelto in modo da utilizzare i parametri ARMA per spiegare la strut-
tura di correlazione ai lag piu bassi e la differenza d per spiegare la
struttura di correlazione persistente ai lag piu elevati. A partire da
Janacek (1982), che propone di stimare d mediante una regressione
sul logaritmo del periodogramma, Geweke e Porter-Hudak (1983)
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confrontano vari stimatori alternativi dello stesso tipo e Kashyap
e Eom (1988) ne dimostrano non-distorsione e consistenza. Tenuto
conto che le funzioni di autocorrelazioni parziali di un processo frazio-
nario sono pari a: m =d/(k—d), k> 1, abbiamo proposto stimatori
di d anche sul piano temporale, per i quali alcuni semplici esperimenti
preliminari ci hanno confermato 1'utilita.

In tale ambito, un test e derivato da Li e McLeod (1986) che,
nello specifico, confermano che gli sviluppi asintotici sono validi an-
che per il modello ARIMA con differenza frazionaria aggiungendo
che, per media nota (o supposta nota), vale ancora la Normalita
asintotica degli stimatori ML dei parametri ARMA e dell’ordine d
della differenza frazionaria. In particolare, si ottiene: /n(d — d) —
N(0,6/7?) evidenziando una distribuzione asintotica svincolata da
quella dei parametri ARMA.

Similmente, viene confermato il risultato asintotico per il test di
Ljung e Box (oltre che quello di Box e Pierce, ovviamente) che, se
calcolato su m lags, va confrontato con un livello critico per la v.c. X2
con g=m-—p—q—1 gradi di liberta. Inoltre, si dimostra che la varian-
za dell’autocorrelazione dei residui stimati dal modello frazionario
VdZt:at ¢ approssimata® da Var (7)) = n™'(1 — 6/(nk)?).

Purtroppo, le conclusioni di Davies e Harte (1984) mostrano che,
se le osservazioni non superano il migliaio, anche un test con pro-
prieta ottimali, difficilmente discrimina tra una componente AR(1)
con basso valore del parametro (o ARMA(1,1) con basso valore di
|6 — 0]) ed un processo frazionario.

Beran (1992) ha proposto un test di “long-range dependence” su
processi Gaussiani di tipo generale, mediante il rapporto di funzioni
del periodogramma, precedentemente introdotto da Milhoj (1981)

#3Si noti che, in pratica, cid crea un intervallo di confidenza attorno alle auto-
correlazioni stimate piu ridotto solo per il primo lag. Difatti, al 95%, invece di
£2*n7%5, per il lag 1, si ha: £2*0.626*n=%-5; per il lag 2 si ha: +£2%0.921*n=9-,
e cosi’ via.



come test di adattamento. Esso pud essere espresso tramite:

Ao p=t FTUB. a3 n-1
h = =L = e Y i),
(4 @ nt Zjngl Y ) =]

dove 7} rappresentano le autocorrelazioni stimate dai residui del
modello adattato a z¢ e dove, per semplicita notazionale, abbiamo
posto: I/J-:I(wj)/f(wj), w.j:27rj/n, J=1,2,...,np, mentre: no=(n—1)/2
per n dispari, np=n/2—1 per n pari. Il periodogramma ¢, al solito,
definito tramite: Ip (wj) = (2mn) ' | P12 exp(—ijt)IQ.

La ragionevolezza del test, come sostiene Beran (1992), 752, deriva
dal fatto che Ty tiene conto di tutte le autocorrelazioni dei residui
stimabili (e non delle prime m, come nei test di adattamento piu co-
muni); infatti, nei processi con differenze frazionarie non tendono
esponenzialmente a zero le autocorrelazioni teoriche (come invece
avviene per i processi ARMA), per cui tutte le stime apportano utili
elementi di informazione circa il rifiuto dell’ipotesi nulla.

Il test ¢ semplice da implementare perché, sotto Hy, ¢ distribuito
asintoticamente come una v.c. N(?T_l, 27r'2n'1). Poiché anche per
valori di n di poco superiore al centinaio ¢ confermata I’approssimazio-
ne: P(Tn <to)=P(y/n(tom —1)/V/2), se z, ¢ il percentile 100(1—a)%
della v.c. N (0,1), allora si rifiuta Hy quando Ty > 71 (1+zm/2/n>.
Le esperienze riportate confermano 'elevata potenza di questo test
contro alternative di autocorrelazioni decadenti a zero con estrema
lentezza e la opportunita (per la sua semplicita computazionale) di
includerlo nella prassi delle procedure statistiche standard.

7. Test sulle componenti spettrals

L’analisi spettrale si ¢ sviluppata grazie all’apporto che alcuni
grandi probabilisti hanno avuto sullo studio di fenomeni stocastici.
Essa deve il suo “successo” metodologico alla possibilita di scomporre
un processo stazionario in componenti indipendenti, ciascuna delle
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quali possiede un contenuto proprio di varianza spiegata per cui &
agevole costruire oggettivamente una graduatoria di importanza e si-
gnificativita statistica. Per esempio, un test di incorrelazione della
serie -per tutti i lag temporali- si traduce, sul piano spettrale, in un
test Ho: 8;=0 nel modello di regressione: In(wj)=Fo + Bi*wj + ¢,
essendo In(wj) l'ordinata del periodogramma alla frequenza angolare
wj:ﬂj/m, j=0,1,...,m.

Sul piano analitico, inoltre, I’analisi spettrale consente di distin-
guere se le componenti che apportano spiegazione alla dinamica del
processo sono in numero discreto (e, allora, una o pitt componenti
deterministiche sono necessarie e sufficienti per spiegare una dinamica
fondamentalmente regressiva, in senso classico) oppure corrispondono
all'intervallo delle frequenze angolari comprese tra —7 e +7 (e, allora,
solo una struttura stocastica -come per esempio quella dei processi
lineari- puo darne ragione). Tuttavia, si identifica a volte 'onda
periodica presente nella struttura di correlazione (che ¢ quindi di tipo
deterministico perché deriva da una equazione alle differenze finite
su p)) con la moda della densita spettrale (che ¢ di tipo stocastico
perché deriva dall'intervallo infinitesimo sulle frequenze angolari che
possiede massima percentuale di varianza spiegata). Come rilevato
da Piccolo (1978, 1979), tali concetti sono coincidenti solo ai limiti
della regione ammissibile mentre, nella maggior parte dei casi, cid
induce una distorsione nella valutazione dell’onda predominante.

E’ importante, quindi, discriminare tra componente determini-
stica e stocastica perché, per esempio, nella fase di previsione le
differenze tra le due scelte sono rilevanti. Infatti, una componente
deterministica riproduce rigorosamente un comportamento periodico
mentre una componente stocastica, pur se maggiormente sensibile
agli ultimi dati, tende comunque verso il livello medio del fenomeno.
Nel seguito, quindi, distingueremo fra test spettrali su componenti
deterministiche (armoniche) e test che utilizzano lo spettro di pro-
cessi lineari.

Una prima proposta di verifica delle componenti deterministiche
risale a Fisher (1929) che propose un test sulla presenza di una
singola componente armonica tramite il confronto tra ’ammontare
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della varianza spiegata dall’ordinata massima del periodogramma e
IPammontare complessivo, cioe la varianza della serie. In questa linea,
Siegel (1980) esamina tutte le ordinate del periodogramma che su-
perano un certo valore-soglia ¢ sfrutta la dualita di tale problema
con quello di coprire un cerchio tramite archi casuali di lunghezza
g prefissata, mostrando poi una potenza pitt elevata del suo test.
Reschenhofer (1989), invece, suggerisce una procedura “adattiva”
(cosi” definita perché determina le frequenze da sottoporre a test sulla
parte reale della trasformata di Fourier delle osservazioni e ne verifica
poi la significativita sulla parte immaginaria) e dimostra anche che il
test di Siegel puo essere utilizzato per alternative di tipo continuo,
pur essendo stato introdotto per componenti deterministiche. Succes-
sivamente, Reschenhofer e Bomze (1992) hanno combinato il prece-
dente risultato di Reschenhofer utilizzando, in un’unica procedura,
1 test sulle parti reale ¢ immaginaria. Sulla stessa scia, Damsleth e
Spiotvoll (1982) propongono una procedura stepwise per la determi-
nazione di componenti multiple.

Chiu (1989) rileva i difetti del test di Fisher perché media il perio-
dogramma in presenza di ordinate notevolmente pill elevate, le quali
possono essere considerate quando non ¢ vera Hy, come degli outliers
in “dati” generati da una distribuzione esponenziale. Per tale mo-
tivo, sarebbe preferibile utilizzare procedure pit resistenti della media
aritmetica: Chiu propone una media “trimmed” confrontando le or-
dinate del periodogramma con la somma delle prime 100*3% di esse
(ordinate in senso non-decrescente). Le scelte 3=0.9 oppure 4=0.95
sembrano fornire buoni risultati contro l'alternativa di componenti
periodiche multiple.

Sullo stesso problema, Quinn e Thomson (1991) derivano un LR,
test per sottoporre a verifica p armoniche, a loro volta stimate dalle
osservazioni, tramite un test asintoticamente y*, mentre una pro-
cedura consistente per individuare armoniche ¢ quella di Zhao-Guo
(1988). Similmente, Lii ¢ Tsou (1992) generalizzano alcuni test clas-
sici (Bartlett, Whittle, Priestley) sulla base di cumulanti quarti e
funzioni bi-spettrali. Va anche citato il test P(A) di Priestley (1981),
626-642, proposto sin dal 1962, e valido per processi con spettri misti,
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ma la cui complessita computazionale ne ha scoraggiato ’uso.

Nello stesso ambito, Hannan e Quinn (1989) affrontano il pro-
blema della separabilita tra componenti “vicine” che diventa impor-
tante negli studi econometrici per distinguere tra periodi stocastici
molto lunghi e trend evolutivo. Circa il numero di componenti ar-
moniche da esaminare, Quinn (1989) propone un criterio tipo AIC nel
quale le successive “varianze residue” sono determinate sottraendo
alla varianza della serie le varianze ordinatamente spiegate dalle com-
ponenti deterministiche.

Per quanto riguarda la verifica su componenti stocastiche, Bartlett
(1955, 1966) propose di applicare il test di Kolmogorov-Smirnov al
periodogramma cumulato che, sotto Hy: Z¢ ~WN e per 0< w <7, &
la realizzazione di una funzione di ripartizione definita come la retta
passante tra l'origine (0,0) e il punto (7,1). Tale test -spesso richiama-
to in molti manuali ed utilizzato in numerose applicazioni- ha scarsa
potenza contro alternative contenenti spettri plurimodali. In piu,
nella forma usualmente applicata, Dahlhaus (1985) ha mostrato che
esso non tende nemmeno alla distribuzione di Kolmogorov-Smirnov
e, perché cio avvenga, ha suggerito di modificarlo tramite la stima
delle innovazioni da un processo ARMA. In alternativa, Reschenhofer
e Bomze (1991) hanno proposto la lunghezza del periodogramma cu-
mulato, interpolato linearmente, come misura di deviazione rispetto
all’ipotesi di WN.

Una impostazione piu globale ¢ presente in Newton e Pagano
(1984) -e nei lavori collegati- i quali derivano intervalli simultanei di
confidenza per l'intero spettro stimato in modo parametrico tramite
processi AR; tali risultati sono stati, poi, migliorati da Tomasek
(1987).

Un filone importante connesso all’analisi spettrale ¢ quello della
similarita e discriminazione tra spettri di serie storiche differenti, per
il quale ci limitiamo, qui, a ricordare i test che si riconducono, rispet-
tivamente, a confronto tra gli spettri, le funzioni di autocorrelazione
ed i modelli per serie storiche.

Per la discriminazione tra spettri, segnaliamo i contributi di
Dargahi-Noubary e Laycock (1981) che utilizzano un test di confronto
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tra le stime spettrali per distinguere tra eventi sismici ed esplosioni
nucleari nel sottosuolo. Inoltre, Coates e Diggle (1986) confrontano
test parametrici e non-parametrici, anche in alternativa a processi
AR, proponendo un test basato sul campo di variazione del loga-
ritmo dei rapporti tra i rispettivi periodogrammi cumulati delle due
serie; la loro proposta ¢ stata generalizzata da Potscher e Reschen-
hofer (1988) nel caso di osservazioni ripetute.

Tale famiglia di test ¢ generata dai contributi di Shumway (1982)
e Shumway e Unger (1974) che introducono come miglior criterio
discriminante il rapporto tra i periodogrammi (meglio se perequati
con finestre spettrali) i quali, sotto Hg, si distribuiscono come una v.c.
di Fisher. In tale contesto, viene anche mostrato come una funzione
discriminante quadratica tra le differenze delle inverse delle matrici
di covarianza equivale ad una forma quadratica tra gli spettri inversi,
come spesso ¢ stato proposto ed utilizzato nella letteratura sia a fini
descrittivi che di classificazione.

Un approccio differente ¢ quello di Mélard e Roy (1984, 1987)
che confrontano serie indipendenti mediante test di uguaglianza delle
funzioni di autocorrelazioni: la statistica da loro usata ¢ una forma
quadratica nella quale I'usuale stimatore delle funzioni di autocorre-
lazione ¢ ponderato per assicurarne la consistenza.

Infine, 'intera problematica si riconnette a quella affrontata, con
maggiore enfasi sul piano temporale, nella monografia di Corduas
(1992 a). A tale riguardo, Piccolo (1983, 1990 b) ha proposto una
metrica per i modelli ARIMA, per la quale -grazie a numerose veri-
fiche empiriche ed alcuni risultati inferenziali (Corduas, 1992 b)- e
possibile una utilizzazione operativa sia nella fase di stima dei mo-
delli (Corduas, 1997) che nelle indagini congiunturali (Piccolo, 1999).

8. Identificazione degli ordint di un modello lineare

La specificazione di un modello lineare avviene mediante I’approssi-
mazione della forma razionale ARMA(p,q), per cui ¢ necessario sot-
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toporre a test ipotesi convenienti sui parametri connessi a p e q. A
tale riguardo, due sono gli approcci generalmente usati: quello dei
criteri di selezione, basati su quantitd da minimizzare in funzione
diretta della varianza residua e in funzione inversa del numero dei
parametri coinvolti; e criteri direttamente orientati ad una verifica
statistica delle ipotesi sui modelli.

Punto di partenza della discussione sono i risultati sulla distribuzio-
ne degli stimatori della funzione di autocorrelazione globale?*, la cui
varianza fu derivata da Bartlett (1946), e quelli sulla autocorrelazione
parziale, la cui varianza fu derivata da Quenouille (1949), mentre
analoghi approcci operativi sono quelli sulle funzioni di autocorre-
lazione inverse e inverse parziali (discusse ed applicate da Hipel et
al., 1977; McLeod et al., 1977). Per contro, Bhansali (1983) cerca
di valutare I'ordine della componente MA mediante la stima della
funzione di autocorrelazione inversa, come gia in McClave (1978).
Ancora, Godolphin (1980) propone test formali per I'ordine di un
processo ARMA, basati su un gruppo di autocorrelazioni stimate sui
residui, inferiore a quello usuale m=(9(nl/2), che si dimostra piu
sensibile per discriminare tra modelli alternativi.

Al riguardo, un lavoro di Abraham e Ledolter (1984), le cui risul-
tanze andrebbero piti ampiamente sperimentate e discusse, mostra
che -in termini di potenza- la funzione di autocorrelazione parziale
e preferibile rispetto a quella inversa per processi AR, ma che la
funzione di autocorrelazione inversa parziale ¢ preferibile rispetto
a quella globale per processi MA. Tali fatti suggerirebbero strate-
gie composite differenti da quelle usualmente presenti nei pacchetti
statistici, anche se tutte le funzioni di cui si discute si determinano
sempre dalla stima non-parametrica della funzione di autocovarianza
o della sua trasformata di Fourier (spettro).

Siamo convinti che le funzioni di autocorrelazione vadano sotto-
poste ad analisi “grafica” perché cio fornisce maggiori informazioni
di un test di significativita in quanto, per ciascun lag, cambia la
distribuzione a priori dello statistico. Alla fine, si afferma spesso

24Riferimenti obbligati sono anche gli sviluppi successivi di McLeod (1978) e
Hosking (1978).
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che: “la identificazione di un modello ARMA ¢ un’arte pitt che un
metodo”. Ma ogni arte si esercita mediante strumenti artigianali e
le risultanze di alcuni decenni di esperimenti su serie reali e su dati
simulati consentono ora di fornire crediti differenti alle varie proposte.

Il recente esperimento di Koreisha e Yoshimoto (1991) indica
chiaramente una preferenza per criteri di tipo automatico generati da
stime lineari in due tempi: la prima mediante un modello long-AR,
e la seconda mediante un criterio di minimi quadrati generalizzati
sulla formulazione ARMA, in cui pero le componenti non osservabili
at sono sostituite mediante quelle stimate a¢ tramite il modello long-
AR. Tale approccio si ritrova in numerosi lavori di Pukkila, ed &
ampiamente discusso e sperimentato in Pukkila et al. (1990). Si noti
comunque che, a causa dell’elevata distorsione degli stimatori lin-
eari derivati dalle equazioni di Yule-Walker, viene sempre preferito
I’algoritmo di Burg (1978) che supera tali inconvenienti. In partico-
lare, la scelta degli ordini AR avviene tramite il criterio di Schwarz
(1978), e non quello di Akaike (1974) che sovraparametrizza o di Han-
nan e Quinn (1979) che tende a sottovalutare il numero di parametri.

Rinviando alla elencazione delle piu diffuse proposte in de Gooijer
et al. (1985), ci limitiamo ora ad esaminare alcuni risultati generali
che, seguendo i criteri del lavoro di Koreisha e Yoshimoto (1991),
suddividono i metodi di identificazione in tre gruppi:

i) quelli connessi alla singolarita di matrici deducibili dalle equazioni
ricorrenti che definiscono il processo ARMA e la sua struttura di cor-
relazione sino al secondo ordine;

ii) quelli derivanti da approcci regressivi di tipo ricorsivo;

iii) quelli inerenti la formulazione di un criterio statistico di tipo
automatico fondato sulle stime di una ampia classe di modelli e di
un indice la cui minimizzazione ¢ criterio di giudizio per la scelta.

Fra i criteri basati sulla singolarita di determinanti di vario tipo,
va segnalato il cosiddetto “corner method” proposto da Béguin et
al. (1980) e successivamente ampliato e generalizzato in molte for-
mulazioni. Ebbene, come Piccolo e Tunnicliffe Wilson (1984) hanno
dimostrato, essi derivano tutti da alcune equazioni alle differenze,
presenti nel test di Box e Jenkins (1970): le equazioni di Yule-Walker,
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quelle della funzione di previsione, le relazioni tra parametri AR(o0)
¢ MA(oo) nel processo ARMA. Alcune relazioni tra tali espressioni,
soprattutto per il loro aspetto ricorsivo e le implicazioni computazio-
nali, sono riportate in Tuan (1984). Tale singolarita & unitariamente
accertabile mediante quella della matrice delle varianze e covarianze
delle previsioni condizionate al passato le quali si collocano in uno
spazio di dimensione max(p,q), come dimostrato da Akaike (1976) e
come utilizzato con particolare efficacia® da Mazzali (1982). Con-
temporaneamente, Jewell e Bloomfield (1983) e Jewell et al. (1983)
mostrano che tale derivazione puo collegarsi alla correlazione canoni-
ca tra passato e presente, mentre Battaglia (1983) e Corduas (1990)
evidenziano in tali legami degli aspetti strutturali di fondamentale
importanza per lo studio e I'inferenza sui processi lineari.

Un approccio di tipo regressivo ¢ stato proposto da Tsay e Tiao
(1984) che introducono la stima della funzione di autocorrelazione
estesa calcolata sui residui da modelli AR di ordini crescenti; essa,
tuttavia, non ci ¢ parsa molto selettiva nella prassi e nelle simulazioni
riportate.

Con riguardo, poi, ai criteri cosiddetti automatici, I’esperienza ha
indicato una netta preferenza per il criterio SIC= nxlog(6?)+2log(p)
di Schwarz (1978), anche per processi multivariati. In effetti, le nu-
merose proposte esistenti sono tutte connesse fra loro (Piccolo, 1980)
in quanto risultano funzione della varianza dei residui e del numero
dei parametri, cui applicano una penalizzazione che costituisce la vera
discriminante tra di loro; anche il criterio CAT di Parzen ( 1974), con-
cettualmente differente, si ¢ dimostrato, poi, asintoticamente equiva-
lente ad AIC.

Hurvich e Tsai (1989, 1991) hanno migliorata la bassa perfor-
mance di AIC, che & distorto per le stime su modelli AR(p). Anziché
considerare:

AIC =n xlog(6*) + 2(p + 1),

%Sulle relazioni tra passato, presente e futuro, nonché su quelle di causalita,
sono anche importanti i contributi di Faliva (1991) e di Faliva e Zoia (1993).
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come usuale, essi invece propongono:
AICy = n*1log(6%) +n(1+p/n)[1 — (p+2)/n]".

Recentemente, Hurvich et al. (1990) e Hurvich (1992) hanno
ancora modificato tale espressione ottenendo ulteriori miglioramenti
per la scelta di modelli in piccoli campioni.

Kavalieris (1989) ha mostrato che, nel caso dei processi AR, i cri-
teri che minimizzano la somma dei quadrati dei residui ricorsivi, la
lunghezza della descrizione predittiva e il criterio di Schwarz coinci-
dono. Inoltre, Lii (1985) collega la determinazione dell’ordine del mo-
dello all’approssimazione di Padé, la cui stima iniziale dei parametri
¢ consistente anche se non pienamente efficiente. Infine, sull’ampio
fronte della scelta di sottoinsiemi di tipo AR, ci limitiamo a segnalare
i lavori di Haggan e Oyetunji (1984) e di Yu e Lin (1991).

Nell’ambito della identificazione, intendiamo anche discutere un
approccio raramente utilizzato su dati economici e che, a partire
dal lavoro di Kedem (1981), presenta qualche elemento di interes-
se. L’Autore generando da z¢ delle serie storiche “binarie” (cioe¢ serie
ridefinite come una successione di 0 e 1 a seconda che z¢ sia inferiore
o non inferiore ad una certa soglia J), cerca di inferire sul mecca-
nismo generatore delle osservazioni a partire dagli “attraversamenti
dell’ascissa delle differenze di ordine successivo di una serie” detti
HOC (=Higher-Order Crossings). La razionalita dell’analisi si basa
su alcuni teoremi, tra cui quello piu rilevante (Kedem e Slud, 1981)
afferma che, indicato con Dn,k il numero di attraversamenti dell’asse

t (“axis crossing”) della (k—1) differenza vk'lzt , k=1,2,3,... allora,
sotto I'ipotesi Gaussiana per Zg, si derivano relazioni notevoli tra il
valor medio di tali HOC e le funzioni di autocorrelazione. In generale:

m E(Dn,k+1) ) _ va: Pk—1

cros( S

k=12, ..
n—1 ’

nella quale 'operatore ¥V opera qui su k. In particolare, si ha:
cos(mlE(Dy1)/(n—1)) = pr.
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Cio mostra, per processi Gaussiani, una corrispondenza tra fun-
zioni di autocorrelazione (e tutte quelle derivabili da pi) e valor medio
di HOC, e di conseguenza suggerisce un utilizzo inferenziale di tali
quantita (empiricamente determinabili dalle osservazioni) per lo stu-
dio del modello generatore di Z¢. Infatti, grazie alla conoscenza della
varianza asintotica delle stime di Dy, k- Kedem (1987 b) punta alla

identificazione dei modelli; Kedem e Slud (1981) propongono un test
sulla bonta di adattamento tra frequenze attese e teoriche; Kedem
e Slud (1982) utilizzano HOC quale criterio di discriminazione tra
serie.

Tra questi risultati, segnaliamo quello proposto da Kedem e Reed
(1986) che pervengono ad un “fast WN test” basato sugli HOC.
Infatti, ¢ possibile derivare un intervallo di confidenza al 95% per
I'ipotesi che Z¢ sia un processo WN poiché, asintoticamente,

Dy — (n=1)(0.5+ 15)
J (n=1) (025 - 1)

ove: v = 0.5—7r'1arcsen(1—k'1), k=1,2,... Gli Autori suggeriscono
di limitarsi ai valori di k=1,2,...,8 e ne confermano 'utilita sia su serie
reali che mediante esperimenti di simulazione.

Infine, Kedem (1987 a) utilizza lo stesso approccio per la individua-
zione di periodicita e mostra che la successione ”Dn,k/(n_l) puo es-

— N(0,1),

sere utilizzata per la determinazione delle frequenze dominanti dello
spettro. Infine, He e Kedem (1990) ne studiano 1'uso per un partico-
lare processo AR(2) anche in relazione ad eventuali radici unitarie.
In quest’ultimo lavoro, non si considera piti la quantita. HOC ma
ZCR (zero-crossing rate) che ¢ invariante con n. Per esempio, per un
processo AR(2) del tipo: Zy = 2cos(6)Z_1 —Zi_o+at,si ottiene:

limx_,ooDn,k/n =@

La nostra opinione ¢ che tale approccio, essendo di immediata
applicazione, puo essere inserito come routine di calcolo nei pacchetti
statistici esistenti con finalita descrittive ma, sul piano inferenziale,
ci sembra permangono tuttora due debolezze:
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1) tranne eccezioni, gli esperimenti riportati riguardano serie con
un migliaio di osservazioni;

ii) non ci sembra immediato individuare comportamenti univoca-
mente ben definiti a partire dal grafico degli HOC.

Concludiamo questo paragrafo dedicato alla identificazione con
due considerazioni sintetiche: anzitutto, un modello ARMA ha senso
se ¢ parsimonioso, altrimenti la collocazione dei parametri diventa
dubbia e assai instabile nello spazio ammissibile (Piccolo, 1982 a).
In secondo luogo, la scelta di un modello AR dipende dalla funzione
di autocorrelazione parziale e, dualmente, la scelta di un modello MA
dalla funzione di autocorrelazione globale; pertanto, in fin dei conti,
tutti i criteri dipendono solo dai valori di tali funzioni in alcuni lags
pitu che dalla intera struttura di correlazione seriale (Piccolo, 1980).
Per questo, ¢ necessario studiare la sensibilita di tali funzioni rispetto
a valori anomali (Franses, 1991) considerando anche versioni robuste,
come in Masarotto (1987, 1988).

9. Test diagnostict sul modello stimato

La fase di validazione statistica del modello consta nell’accertamento
della rispondenza tra aspettative e osservazioni dedotte sotto il mo-
dello, per cui il rifiuto di Hy ¢ contemporaneamente il rifiuto del
modello identificato in precedenza, almeno in sotto-ipotesi specifiche.
L’aspetto interattivo della procedura, tuttavia, consente anche di
orientarsi verso alternative ben definite?® anche se, formalmente, il

26Esistono interazioni fortissime tra acquisizioni metodologiche e risultanze
operative che non sono codificabili in test di tipo classico ma che fanno parte
dello strumentario di chi analizza dati temporali. Esemplifichiamo solo un caso
standard: se 'analisi dei residui evidenzia una forte autocorrelazione negativa al
lag 1, attorno o superiore a —0.5, ¢ praticamente certo che si ¢ operata una sovra-
differenziazione; ma se essa ¢ accompagnata da una autocorrelazione al lag 2 di
segno positivo (e notevolmente inferiore in valore assoluto), ¢ certo pitt probabile
orientarsi verso la identificazione di una componente AR(1) con segno negativo.
Ebbene, la osservabilita (Piccolo, 1981 a) di tale situazione richiede tra 100 e
400 osservazioni, a meno che non si disponga di una distribuzione a priori molto
informativa sulla funzione di autocorrelazione, ovvero equivalentemente non si
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test & costruito attorno al rifiuto di Hy.

Nella fase di diagnostica del modello stimato, molte scelte ope-
rative sono riconducibili alla teoria delle decisioni statistiche: signi-
ficativita dei parametri, test sui residui, ipotesi distributiva per gli
errori, presenza di valori aberranti, conformita del modello a classi
predefinite, etc. Nel seguito, tuttavia, insisteremo sui test basati
sulla correlazione seriale dei residui che sottopongono a verifica un
adattamento complessivo tramite funzioni di autocorrelazione di Qg .

Poiché lo studio della distribuzione della funzione di autocorre-
lazione appare assai complesso?’, come ampiamente discusso in An-
derson (1971), ci si orienta verso misure sintetiche di tutte o di alcune
autocorrelazioni stimate tramite un test “portmantean’ che le sinte-
tizza.

Fondamentale per tali lavori ¢ stato il contributo di Box e Pierce
(1970) che esaminano la distribuzione dell’autocorrelazione stimata
sui residui da un modello ARMA. Se indichiamo, rispettivamente,
con ag e ag le innovazioni vere e quelle stimate da un modello ARMA,
le corrispondenti funzioni di autocorrelazione saranno:

n
Litmbsr Bk

n oA
o zf,:k+l ata’t—k
) Tp=

Z:?:l &“tz

Ora, sotto Hy, il vettore delle v.c. rj. ¢ distribuito come una v.c.
Normale multivariata con vettore medio nullo ¢ matrice di varianze
e covarianze diagonale tale che: var(rk)=n'1*(n—k)/(n+2)zn'1. Al-
lora, per un prefissato m, Box e Pierce propongono il test: Q'm =
n Zi(n':l rf{ che si distribuisce asintoticamente come una v.c. x? con
m gradi di liberta. Quando i parametri sono stimati tramite un mo-
dello ARMA(p,q) il test equivalente calcolato tramite i residui ay,

T == n 2
1=10¢

lavori in un contesto di serie similari ove tale comportamento ¢ stato spesso
osservato ed ¢ ragionevole sul piano della dinamica dei fenomeni osservati.

*"La complessita & ben evidente nei lavori citati in Anderson (1971) e non ci
pare realistico riferirsi all'ipotesi di circolariti con serie reali, in quanto tale as-
sunto formale non trova altra giustificazione che la semplificazione analitica delle
distribuzioni e degli autovalori coinvolti. Una idea delle difficolta computazionali
ed algebriche di risultati esatti, poi spesso “corretti”, si pud avere consultando,
fra gli altri, i lavori di De Gooijer (1980) e di Dufour e Roy (1984).
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. -~ ’ ~ . . - . - -
cioe: Qu=n3 L 7} si distribuisce asintoticamente come una v.c.

x? con m—(p+q) gradi di liberta.

Grazie ai lavori di Prothero & Wallis (1976) e Davies et al. (1977),
e ad una consistente evidenza empirica, si constato che i livelli ef-
fettivi di significativita del test Qp, erano regolarmente pitt bassi
di quelli asintotici. Per questo, Ljung e Box (1978) hanno pro-
posto di inserire il fattore (n+2)/(n—k) nel test Qp, pervenendo,

quando si tratta di autocorrelazioni stimate dai residui di un mo-
dello ARMA (p,q) al test:

m
Qm=n(n+2) > i/ (n— k)
k=1

il quale si distribuisce asintoticamente ancora come una v.c. x? con
m—(p+q) gradi di liberta.

Il test di Ljung e Box presenta livelli di significativita nominali piu
vicini a quelli teorici ed ¢ decisamente pitl potente del test Q'm, realiz-
zando anche una maggiore fedelta complessiva tra distribuzione em-
pirica e densita della corrispondente v.c. x?: esso, pertanto, va prefe-
rito quale test sui residui da un modello per serie storiche®®. Succes-
sive modifiche di Ljung (1986) includono 'approssimazione della di-
stribuzione di Qm con quella di axf) ove a:Zx\i?/E/\i, b:(Z/\i)z/E/\f,
essendo A; gli autovalori della matrice di varianze e covarianze degli
ri, riportata in McLeod (1986) e Ljung (1986). Anche se le ela-
borazioni occorrenti per implementare tali risultati non sono com-
plesse, queste non ci sembrano giustificate nelle serie con sufficiente
numerosita.

Il test Qm ¢ stato oggetto di varie proposte di modifica, anzi-
tutto, migliorando la distribuzione di 7}, come in Ali (1984) che
adatta densita della famiglia di Pearson (preferibili anche rispetto
allo sviluppo in serie di Edgeworth). In alternativa, Newbold (1980)

28La raccomandazione non ¢ proprio banale visto che sia software che articoli,
in ambito statistico ed econometrico, senza alcuna giustificazione, continuano a
presentare e pubblicare i risultati del test di Box e Pierce, anche dopo piu di
venti anni dalla proposta del test di Ljung e Box.
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ha proposto un test per bassi valori di m fondato su Sy = n o ¥,
(essendo C la matrice calcolata da McLeod, 1978 nel caso di modelli
ARMA), ma esso presenta I'inconveniente di diventare presto quasi
singolare. Mélard e Roy (1987) considerano la distribuzione asinto-
ticadi?'s L7 (che & di tipo x?) ove gli elementi di ¥ sono deducibili
dalla ben nota formula di Bartlett (1946) ma sono stimati median-
te covarianze perequate con la finestra di Bartlett modificata o di
Parzen.

Godfrey (1979) rileva i difetti del test di Box e Pierce e si pone
il problema della adeguatezza di un modello ARMA contro le due
alternative?’: Hx:ARMA(p+r,q) e Hg:ARMA(p,q+1) e, grazie al
LM test, ottiene una procedura piuttosto semplice per 1’analisi.

Se at sono i residui stimati sotto Ho:ARMA(p,q), allora il test
LM contro Hx:ARMA(p+r,q) equivale al calcolo di n*R? nella re-
gressione stimata con il metodo dei minimi quadrati per il modello
seguente:

ay = al.’L't_l+...+a’p+rl‘t_p_r+ﬁlyt_1+...+ﬁqyt_q+ft,t =1,2, oy B

mentre il test LM contro Hg:ARMA(p,q+r) equivale al calcolo di
n*R? nella regressione stimata con il metodo dei minimi quadrati
per il modello seguente:

at = alzt_l+...+apa:t_p+ﬂ1yt_1+...+ﬁq+ryt_q_r+nt,t =1, 2,0uny 1.

Nei due modelli precedenti, abbiamo definito: x¢=y{=0, per t< 0
ed inoltre:

Ty =—z¢ + éll‘t_l + ...+ (}qxt_q,t = 1.2

?9Si osservi che Hannan (1970), 388-389; 409-414, ha dimostrato che non si puo
verificare I'ipotesi di un modello ARMA di ordini prefissati contro l’alternativa
di ordini ARMA entrambi differenti perché & singolare, in tal caso, la matrice
di informazione. Tuttavia, Poskitt & Tremayne (1980) hanno imposto talune
restrizioni su un test LM che consentono anche in tal caso un suo utilizzo, purché
lo si interpreti come un test di pura significativita, essendo valido per una classe
molto ampia di alternative.
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yp =g +0yp1 - Oqypegp t = 1,2, .1

Godfrey osserva che se il processo Zy ¢ AR(p) allora: yy = —x¢ +
gzglzct_l + ...+ qufct_p, per cui il coefficiente di determinazione R? per
1 due precedenti modelli di regressione coincide, e il test LM di Hy:
AR(p) contro H:AR(p+r) equivale®® a quello contro I'alternativa
Hp:ARMA(p,r).

Tuttavia, Newbold (1980) ha dimostrato che il test di Godfrey e
il test di Box e Pierce (e, quindi, quello di Ljung e Box) sono per-
fettamente equivalenti®!: cio¢ esaminare le prime r autocorrelazioni
dei residui da un modello ARMA(p,q) mediante un test portmanteau
ovvero adattarvi r parametri aggiuntivi mediante un test LM equi-
vale asintoticamente alla stessa regione critica: Ljung (1988). Una
derivazione unitaria del test di Box e Pierce e del test di Quenouille
(1947) per processi AR(p) era gia presente in Hosking (1978) quale
test LR contro particolari ipotesi alternative.

Un problema rilevante ¢ la determinazione di m, il lag massimo
cui applicare il test di Ljung e Box e su esso agiscono considerazioni
contrapposte. Da un lato, si cerca di includere un certo numero di
T per tener conto di specificazioni alternative rilevanti ai fini della
costruzione di un modello (per esempio, su dati mensili, si cerca di
giungere sino a m=24 per tener conto di un effetto stagionale per-
sistente): peraltro, sono comuni i pacchetti statistici che indicano
in m=20 una opzione “opportuna’. D’altra parte, se m=1 il test

3071 lettore si renderd conto della contemporanea correttezza e debolezza di
questa affermazione in un contesto di analisi delle serie storiche. Difatti, men-
tre ¢ ovvio che cio avviene perché il test LM tiene conto nella sua derivazione
solo dell'ipotesi Hg, ¢ limitante -solo per fare un esempio- affermare che un
test di Ho:AR(1) contro Hp:AR(2) equivale ad un test di Ho:AR(1) contro
Hp:ARMA(1,1) perché nessuno statistico -con un minimo di esperienza di fun-
zioni di autocorrelazione (globale e parziale)- potrebbe ritenere equivalenti le due
situazioni.

31L’equivalenza anche per un test spettrale del tipo LM trovasi in Tuan (1986)
mentre il lavoro di Saikkonen (1983) confronta alcuni test di adattamento basati
sulle frequenze i quali, tuttavia, presentano efficienza relativa asintotica nulla
rispetto al corrispondente test sulle autocorrelazioni (Box e Pierce), come alcune
osservazioni di Milhoj (1981) sembrano confermare.
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¢ pressocché perfetto essendo equivalente alla significativita di un
parametro aggiuntivo di una regressione corrispondente ad un mo-
dello alternativo; inoltre, tanto piu & vera Hy tanto piun ¢ dannosa
la considerazione di molti (7} )? nella sommatoria che definisce Qm,
aggiungendo essi una inutile variabilita campionaria.

In effetti, i lavori citati e gli esperimenti di simulazione ripor-
tatl sono concordi nel ritenere che m deve essere sufficientemente
piccolo per le analisi. Quando si vogliono verificare ipotesi precise
(connesse alla stagionalita per esempio) allora & preferibile indagare
sulle singole autocorrelazioni, come in McLeod (1978, 301-302), o su
gruppi di autocorrelazioni, come in Godolphin (1978). Conclusioni
analoghe sono state ottenute da Battaglia (1990) che, determinando
m in funzione della potenza approssimata dei test portmanteau, va-
luta in m=>5 una sorta di valore-soglia al di sopra del quale la potenza
sembra diminuire per varie ipotesi alternative32. Va, infine, citata la
regola m=0(y/n), spesso usata negli sviluppi formali, ma ampia-
mente disattesa nell’analisi di serie reali.

Gli approcci precedenti fondano i test sulle funzioni di autocorre-
lazione stimate sui residui dal modello non solo perché cio deriva dalla
teoria asintotica dei test ma anche perché nella procedura di Box e
Jenkins la quantita Tk ¢ comunque calcolata per orientare verso una
specificazione alternativa. Tuttavia, alcune semplici varianti possono
alutare nella fase decisionale.

In primo luogo, si potrebbe utilizzare la trasformazione Z di
Fisher per le autocorrelazioni. Poiché ék = 0.5xlog[(1+7))/(1—7))]
possiede distribuzione pitt simmetrica e vicina alla Normalita degli
originari 7). si puo ipotizzare che quantita del tipo n*}_5° Zf siano
piu vicine, per campioni finiti, alla distribuzione asintotica 2. Cio
¢ stato recentemente applicato da Chen & Mudholkar (1990) per un

#2poiché molti risultati sembrano dipendere strettamente dalla scelta di m,
ci sorprende -come rilevato da Battaglia (1990), 337-338- che all’argomento sia
stato dedicato cosi’ poco spazio nella letteratura. Inoltre, manca una analisi
sistematica delle connessioni tra m e la collocazione dei parametri sulla regione
ammissibile mentre ¢id sembra essere un dato rilevante sia nelle analisi teoriche
che nei risultati sperimentali. Una soluzione potrebbe essere quella di individuare
proposte “adattive” per la determinazione di un m ottimale.
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test di completa indipendenza in dati multinomiali. Tuttavia, le risul-
tanze empiriche mostrano un quasi perfetto parallelismo tra questo
approccio e quello dei test di Box e Pierce e di Ljung e Box, per cui
sia in termini di significativita che di potenza, tale nuova misura non
sembra giustificata.

Un test analogo a quello di Ljung e Box, ma basato sulla stima
della funzione di autocorrelazione parziale, ¢ stato introdotto da
Monti (1994) e si rivela preferibile soprattutto in termini di potenza
per le componenti MA. In effetti, la proposta trova giustificazione nel
fatto che le stime della funziona di autocorrelazione parziale (deri-
vabili dall’algoritmo di Durbin-Levinson) costituiscono un insieme di
stimatori asintoticamente indipendenti e consentono una parametriz-
zazione efficiente del processo: Hannan (1960), 93-97; Barndorff-
Nielsen & Schou (1973); Box, et al. (1972). Con finalita analoghe,
Battaglia e Baragona (1993) utilizzano l'indice di determinismo li-
neare sfruttando, quindi, sia le stime delle funzioni di autocorre-
lazione globale che quelle inverse dei residui (per la distribuzione di
quest’ultima, che replica quella di ry, si veda Hosking (1980) nonché
la monografia di Battaglia, 1984).

La nostra convinzione di fronte a tali molteplici proposte, tutte
basate sulla correlazione seriale dei residui stimati da un modello, ¢
che il problema di fondo sia quello di pervenire alla migliore sintesi (in
termini di efficienza, potenza, parsimonia, etc.) delle informazioni.
Queste sono tutte racchiuse nella funzione di autocorrelazione globale
che, va sottolineato, consente una stima non-parametrica consistente
e notevolmente efficiente a partire dai dati originari. Tali proposte, in
vario modo, modificano la sintesi in funzione dell’ipotesi alternativa
(componenti AR, MA, miste, etc.) ma si potrebbe pervenire ad una
soluzione “adattiva” che le includa tutte e lasci alle osservazioni la
specificazione del test piu idoneo.

D’altra parte, la stessa funzione di autocorrelazione dei residui
contiene ulteriori informazioni, come ¢ dimostrato da altre proposte.
Per la sua semplicita, ricordiamo quello di Hokstad (1983), che esa-
mina la funzione di cross-correlazione tra residui stimati e serie ori-

43



ginaria mediante: s =Corr(ay, , z;_)), la quale viene stimata da:

Z?=1 &? Z?:](zz == 2)2

Essa va utilizzata con cautela essendo l'intervallo +2/y/n solo un
limite superiore della varianza asintotica.

Fra i numerosi altri lavori sull’argomento, ricordiamo quelli sul
confronto di potenza di alcuni test di bonta di adattamento condotto
da Clarke & Godolphin (1982), e nel caso multivariato da Poskitt
& Tremayne (1986), su test diagnostici di tipo bi-spettrale per una
dipendenza non-lineare da Ashley et al. (1986), sul calcolo dei LM
test con procedure di stima efficienti da Pham (1987).

Non ci occuperemo dei test di correlazione seriale basati sui
ranghi (ottenuti sostituendo i ranghi ai valori di z¢ nelle usuali for-
mule di autocorrelazione) ma ci limitiamo a citare Bartels (1982),
che esamina una versione sui ranghi del rapporto di von Neumann,
e Chan e Tran (1992), nel quale I'ipotesi di dipendenza seriale ¢ sot-
toposta a test in modo non parametrico mediante il confronto tra
la distribuzione empirica doppia e quelle marginali (il cui prodotto,
sotto Hy, non dovrebbe differire significativamente dalla distribuzione
doppia). Sul piano analitico, la ottimalita di tale classe di test (sia in
generale che per verificare ipotesi su modelli ARMA) ¢ stata esami-
nata rigorosamente in Hallin et al. (1985) e in Hallin e Puri (1988)
anche mediante il confronto con i test usuali basati sulla correlazione
seriale dei valori osservati. Una rassegna sul tema, piuttosto ampia,
e quella di Hallin e Puri (1992).

Infine, anche se non affronteremo le problematiche dei test per

modelli non-lineari**, non ci possiamo esimere dal ricordare la sem-

Sk =

33Una rassegna critica ed unitaria dei test pit diffusi in ambito non-lineare
e contenuta in Corduas (1994) mentre i riferimenti essenziali per lo studio dei
processi non-lineari includono i contributi di Granger e Andersen (1978), Subba
Rao (1981), Priestley (1980), Tong (1990), Tsay (1986, 1989) e le recenti proposte
di Chen e Tsay (1993) nonché i numerosi test e confronti riportati in tali lavori.
Va tuttavia rilevato che la letteratura sui modelli non-lineari & immensa e diffusa
nei pit diversi settori di applicazione, generando spesso una modellistica ad hoc,
difficile da generalizzare.
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plicita di implementazione di test sulle autocorrelazioni dei residui al
quadrato, come in Granger e Andersen (1978) e Maravall (1983).
Inoltre, McLeod e Li (1983) mostrano che tale test ¢ asintotica-
mente distribuito come una v.c. 3%, perché le stime delle funzioni
di autocorrelazione globale dei residui al quadrato (a differenze delle
omologhe quantita senza i quadrati) sono asintoticamente multinor-
mali e indipendenti con varianza nl. Pertanto, un test del tipo:

1

Qaa = n(n+ 2) Z ('ﬁaa,k)z/(” — k)
k=1

. A _ <D ~2 A2\ (22 =2 n f2_ AON2 A2
ove:r Taa = 3>y q(ag —o?)(ag y — %)/ Xt (af — 6°)%, con 6% =
Z?:l ﬁg/n , sl puo utilizzare come uno dei piu semplici test di non-
linearita dei residui.

10. Test su dati anomali e influenti in serie storiche

Avendo escluso dalla nostra trattazione i test su modelli non-
lineari, non possiamo approfondire tale questione se non per eviden-
ziare il rischio di confondere un gruppo di dati anomali con un mec-
canismo generatore di tipo non-lineare: la differenza interpretativa e
previsiva delle due situazioni e, difatti, abbastanza netta.

In presenza di outliers, gli approcci da seguire sono almeno due:
sottopore a test i dati per individuarli, modificarli e/o spiegarli op-
pure modificare le procedure di stime, rivolgendosi a tecniche robuste.
Nello specifico delle serie temporali, ¢id ha conseguenze sia sui test
di identificazione che su quelli di verifica, sempre nella direzione di
una inflazione di varianza e in una decrescita di correlazione seriale.
Aderendo ad una impostazione operativa, ci limitiamo a distinguere,
nel seguito, solo alcuni test piu semplici distinguendo, per comodita
espositiva, tra test su dati anomali (outliers) e ricerca di dati influenti
(influential data).

Per il primo tipo di test, ricordiamo i lavori pioneristici di Fox
(1972), Box e Tiao (1975) e gli importanti contributi della scuola di
Tiao, fra cui il lavoro di Tsay (1988), e inoltre quelli di Baragona
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(1990) e Barbieri (1998); sul versante multivariato, ci limitiamo a se-
gnalare larticolo di Abraham (1980) e le proposte di Barbieri (1991).
Per la sua immediatezza, presentiamo un test di Abraham e Yatawara
(1988) che puo essere agevolmente implementato.

Dato un processo ARMA, la presenza di un outlier al tempo t=k
pud essere accertata ottenendo anzitutto la sua formulazione AR(c0):
m(B)Zt =at e quindi calcolando la statistica

oo 2 oo
Tn,k = af{/o2 - <Z Wjak+j> /((72 .Zl 7rj2>,k — 3. A
J:

che, sotto Hg, € distribuita asintoticamente come una v.c. x? con 2
gradi di liberta. Se invece k & incognito, gli Autori suggeriscono di
considerare la statistica: Tn=max(T,, ) che, per un processo AR(p)
e un livello di significativita a;, va confrontata con il livello critico ta,p
ben approssimato da: fq, y=2[log(n—2p)—log(—log(1—a))+log(0.8)].
Il test pud essere utilizzato anche per discriminare fra un outlier
additivo e innovativo.

Infine, Ledolter (1990) ha proposto un test su outliers molto sem-
plice ed efficace suggerendo di esaminare, rispetto a t=1,2,....n, il
grafico di VV(t) definito da

e basato sul confronto tra due varianze campionarie: quella stimata
da tutte le osservazioni e quella stimata considerando z¢ come “dato
mancante”. Ledolter mostra che, asintoticamente, un test sul singolo
outlier pud essere ottenuto considerando \V(t) come un v.c. x? con
1 grado di liberta, per cui il grafico di \V(t) con una linea orizzontale
posta a x2(1) pud essere una sorta di segnale per z¢. Invece, per un
test complessivo su un centinaio di osservazioni (sulla base di una
estesa simulazione), viene suggerito di porre tale linea a circa 13.

I lavori che misurano effetto dei singoli dati sulla stima dei
parametri, si collocano nell’ambito delle metriche tra processi lineari
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come in Pena (1984, 1987, 1989) e Corduas (1989) che, entrambi,
propongono di stimare ’effetto di un singolo dato trattandolo come
“dato mancante”: Pena utilizza una metrica di Mahalanobis e Cor-
duas una misura di divergenza tra processi lineari. 1 due approcci
sembrano convergere nei risultati ed entrambi, asintoticamente, pos-
sono far riferimento a distribuzioni del tipo x?, anche se i due Au-
tori affrontano il problema, come ¢ tipo dell’analisi di influenza, in
un’ottica piu descrittiva che inferenziale.

Un approccio differente si fonda sulla introduzione dei criteri di ro-
bustezza nell’analisi delle serie storiche, a partire dai lavori di Martin
(1981). Va aggiunto che, nonostante un certo numero di contributi,
la prassi non ¢ ancora orientata verso l'utilizzazione di misure re-
sistenti agli outliers, forse anche per la difficoltd computazionale di
alcune procedure, generalmente di tipo iterativo, nelle quali persiste
una componente di soggettivita nella scelta delle funzioni-peso. In
tale ambito, Masarotto (1987, 1988) ha proposto stimatori robusti
delle funzioni di autocorrelazione per una identificazione meno deter-
minata da valori aberranti, mentre Li (1988) ripercorre tutte le tappe
dei portmanteau test e dei LM test per dimostrare che un test ro-
busto (equivalente di quello di Ljung-Box) ¢ utilizzabile sostituendo
alla tradizionale stima della funzione di autocorrelazione dei residui
la quantita, proposta da Bustos & Yohai (1986):

rx = Xgn(ay /o, a4y /)

dove & ¢ uno stimatore robusto di scala mentre 7(.,.) ¢ una funzione
dispari dei suoi argomenti. In tal modo, la versione robusta del test
di Ljung-Box diventa:

1

Qm=cln? 3 ()2/(n - j),

1=l

ove C=E(7}2(at/a,at_1/0)). Li dimostra che Q,y, si distribuisce asin-
toticamente come una v.c. x* con gradi di liberta pari a m—p—q.

Sulla stessa linea, ma in completa generalitd, si collocano le proposte
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di Basawa et al. (1985), che presentano versioni robuste dei LM e
Wald test in modelli di serie storiche rendendo robuste le corrispon-
denti equazioni di stima. I risultati riportati per il caso di processi
AR e le simulazioni di potenza suggeriscono una certa preferenza per
la versione robusta del test di Wald. Infine, Kassam (1982) affronta
il problema del test robusto nel contesto della regressione ed interpo-
lazione di serie storiche.

11. La verifica del modello come test globale

Quando si sottopone a verifica un modello econometrico, sem-
plice o complesso, alla significativita dei coefficienti e al controllo del
rispetto delle ipotesi su cui ¢ stato stimato, si premette una accu-
rata disamina del significato delle variabili coinvolte, del loro peso
reciproco, della giustezza del legame osservato con quello previsto
dalla teoria e della sensibilita dei reciproci effetti in scenari previsivi
o simulativi. Nei modelli per serie storiche tale controllo sembra as-
sente poiché, si afferma, non sussiste una teoria esplicativa del ruolo
delle variabili coinvolte. Per questo, in assenza di informazioni a
priori, la fedelta dei dati al modello viene rigorosamente esaminata
mediante una serie articolata e lunga di controlli statistici sulla Nor-
malita, sulla omoschedasticita, sulla incorrelazione dei residui, sulla
assenza di valori anomali, sulla stabilita del meccanismo generatore,
sulla coerenza delle ipotesi di linearita, e cosi’ via.

Questo atteggiamento ha i suoi rischi perché in una lunga succes-
sione di test diventa molto probabile rifiutare incorrettamente Hy in
uno o pitt casi. Pertanto, esattamente come in Econometria, la deci-
sione circa un modello non dovrebbe essere affidata esclusivamente ad
una successione di regioni critiche determinate asintoticamente. In
effetti, ogni modello per serie storiche mira a riprodurre la dinamica
del fenomeno osservato cogliendone fatti salienti ed esplicitando in
una forma parametrica efficiente comportamenti tendenziali, ciclici,
stagionali, alternanze, flessi, cambiamenti di livelli. Quindi, ogni
modello deve contenere esplicitazioni su tali dinamiche e ¢id non puo
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derivare dal confronto tra statistiche campionarie e regioni critiche
ma consiste in una valutazione complessiva, quindi anche qualitativa,
nella quale i test presentati intervengono in modo decisivo ma non
assoluto®?.

In tale ottica si pone anche il recente contributo di Harvey (1992)
che, assieme ai residui ordinari da un modello esamina dei residui
“ausiliari”, ottenuti dalla scissione di un fenomeno nelle sue compo-
nenti strutturali. L’applicazione di test tradizionali a tale molteplicita
di residui assume poco senso se interpretati in un’ottica classica (essi
sono, infatti, strettamente dipendenti e deducibili dal modello e dai
residui tradizionali) ma veicolano, invece, informazioni importanti
se utilizzati per giudicare della adeguatezza della decomposizione in
componenti strutturali predefinite.

12. Constderaziont finali

E’ noto che la teoria classica dell’inferenza statistica non puo es-
sere applicata all’analisi delle serie storiche perché una successione di
dati temporali non puo essere concepita come realizzazione di campio-
ni casuali con componenti indipendenti e identicamente distribuiti:
cid costituisce l'atto di nascita della “Analisi delle serie storiche”
come settore ampio e tipico della disciplina statistica.

Tale constatazione pud apparire riduttiva se il vincolo dinamico
viene interpretato solo come una difficolta della ricerca metodologica
mentre invece esso costituisce uno degli aspetti piu costruttivi e rile-
vanti sia della vita quotidiana che della ricerca scientifica. Difatti, ¢
solo perché i dati sono correlati che possiamo parlare di controllo, pre-
visione e simulazione con intervalli di confidenza piu ristretti di quelli
deducibili dalla media di osservazioni bernoulliane; ¢ solo perché i
dati non sono affatto indipendenti che riusciamo a sostituire dati

34Dovrebbe essere evidente che noi interpretiamo tale momento di verifica del
modello come 1’equivalente dell’esame critico di una relazione causale di un mo-
dello econometrico e della sua coerenza esplicativa in rapporto alla teoria eco-
nomica.

49



mancanti con valori molto pili pregnanti e interpretabili della me-
dia delle osservazioni; ¢ perché i dati costituiscono parte finita di un
processo stocastico (che auspichiamo sia differente da un processo
WN) che noi continuiamo a credere che destagionalizzazione ed ana-
lisi congiunturali (operazioni intrinsecamente arbitrarie) abbiano una
valenza operativa ed una utilitd oggettiva per decisioni di politica
economica e finanziaria; e gli esempi potrebbero continuare.

Quindi, i test statistici analizzati (e i tanti appena sfiorati) sono
solo una modalita di sintesi decisionale su fenomeni strettamente
connessi in rapporto ad una struttura semplificatrice, quale ¢ il mo-
dello statistico. La numerosita e diversita dei test presentati ¢ giu-
stificata dalla gamma dei modelli che si utilizzano, dal basso costo
computazionale che oggi si sostiene anche per elaborazioni complesse,
dalla necessita di offrire molte informazioni ad utenti inesperti e
troppo spesso “neutrali”.

Tuttavia, 'intera gamma dei test che si applicano dipende dagli
stessi dati, cioe dalle stesse informazioni e dal confronto tra infor-
mazioni possedute e riferimento modellistico entro cui racchiudere
tali informazioni. Cio che realmente cambia da un test all’altro non
¢ l’insieme delle osservazioni ma il contesto entro il quale gli stessi
dati si ritengono spiegati. Nell’attuale momento dell’indagine sta-
tistica, che si ricollega non casualmente al crollo di teorie e modelli
onnicomprensivi, non ¢ negativo che ciascuno elabori e rielabori le
proprie informazioni costruendo nuovi e piu raffinati schemi di rife-
rimento con i quali confrontare le proprie osservazioni. Andrebbe
tuttavia sottolineato che il nucleo di informazioni posseduto ¢ limi-
tato e che la sua validita informativa non cresce con la ricchezza
delle ipotesi ma viene solo non-rifiutata rispetto a certe alternative.
Stiamo dicendo, per banalizzare, che per 100 osservazioni temporali
esiste almeno una funzione polinomiale che le spiega tutte ma nes-
suno ¢ interessato ad utilizzarla se non per esercitarsi sui polinomi
di Lagrange. Ci interessa, invece, descrivere la realta per prevederla,
collegarla ad altri contesti, sezionarla in componenti non osservabili,
in breve: racchiuderla in schemi semplici ed utilizzabili.

Alla fine, la grande pletora di test statistici ¢ sempre funzione



dei primissimi momenti semplici e misti della serie osservata {2,
t=1,2,...,n}; se Z¢ ¢ Gaussiano, questo implica che ogni analisi sulla
funzione di autocorrelazione Pk (comunque trasformata: parziale,
Inversa, spettro, etc.) ¢ idonea in linea di principio a sintetizzare
Zt. Se esiste una moltitudine di test & solo perché ci interessano
alternative specifiche, oppure perché il rifiuto di una ipotesi ci sembra
piu convincente quando deriva da angolature differenti. La teoria
asintotica non fa che confermare questo principio elementare indivi-
duando medesime distribuzioni per test che nascono e si calcolano in
modo differente. Nella sua banalita cio deriva dal fatto che i dati non
generano nuove informazioni.

E’ tempo, allora, di ricercare procedure e test derivati dalle serie
e confrontati direttamente con esse, come nel contributo di Tsay
(1992). Un modello non ¢ un fatto oggettivo ma solo uno strumento
predisposto per uno specifico obiettivo da perseguire utilizzando i dati
temporali. Per questo la definizione degli obiettivi, che sono Spesso
sintetizzabili tramite funzionali statistici, precede e specifica il mo-
dello statistico per i dati, ne determina le caratteristiche, individua i
test pit convenienti per la identificazione e consegue il suo controllo
mediante una procedura di bootstrap parametrico.

Crediamo che il futuro della ricerca sia nella predisposizione di
strumenti di analisi, e quindi di test, direttamente connessi alle ri-
partizioni empiriche delle osservazioni e¢ a tecniche di ricampiona-
mento parametrico che confrontino, senza sovrastrutture, i modelli
con le osservazioni. Alla base vi ¢ la consapevolezza che se il modello
¢ adeguato per generare le osservazioni che possediamo esso, repli-
cato, deve riprodurne le caratteristiche temporali, frequenziali, strut-
turali. In tal modo, i test delle ipotesi statistiche sui modelli per serie
storiche diverranno strumenti sempre pitu utili nella fase operativa
della ricerca.
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